
FEN BİLİMLERİ 
VE MATEMATİK 

ALANINDA 
YENİLİKÇİ 

YAKLAŞIMLAR



Kitap Adı	 :	 Fen Bilimleri ve Matematik
		  Alanında Yenilikçi 
		  Yaklaşımlar
İmtiyaz Sahibi/Publisher	 :	 Gece Kitaplığı
Genel Yayın Yönetmeni/Editor in Chief	 :	 Doç. Dr. Atilla ATİK 
Proje Koordinatörü/Project Coordinator	 :	 Ethem BİLİCİ
Kapak&İç Tasarım/Cover&Interior Design	:	 Özge ERGENEL
Sosyal Medya/Social Media	 :	 Arzu ÇUHACIOĞLU
Yayına Hazırlama	 :	 Gece Akademi  Dizgi Birimi

Sertifika/Certificate No	 :	 34559
ISBN	 :	  978-605-288-808-7

Editör/Editors
Prof. Dr. Hüsniye  AKA SAĞLIKER
Doç. Dr. Sadık ÇOĞAL
Doç. Dr. Seçkin KÖROĞLU

The right to publish this book belongs to Gece Kitaplığı. Citation can not be shown 
without the source, reproduced in any way without permission. Gece Akademi is a 
subsidiary of Gece Kitaplığı.

Bu kitabın yayın hakkı Gece Kitaplığı’na aittir. Kaynak gösterilmeden alıntı 
yapılamaz, izin almadan hiçbir yolla çoğaltılamaz. Gece Akademi, Gece Kita-
plığı’nın yan kuruluşudur.
Birinci Basım/First Edition ©Aralık 2018/ Ankara/TURKEY ©copyright

Gece Publishing 
ABD Adres/ USA Address: 387 Park Avenue South, 5th Floor, New York, 
10016, USA
Telefon/Phone: +1 347 355 10 70

Gece Kitaplığı
Türkiye Adres/Turkey Address: Kızılay Mah. Fevzi Çakmak 1. Sokak Ümit 
Apt. No: 22/A Çankaya/Ankara/TR
Telefon/Phone: +90 312 431 34 84 - +90 555 888 24 26

web: www.gecekitapligi.com –– www.gecekitap.com
e-mail: geceakademi@gmail.com



FEN BİLİMLERİ 
VE MATEMATİK 

ALANINDA 
YENİLİKÇİ 

YAKLAŞIMLAR





İÇİNDEKİLER 

CHAPTER 1 

BİTKİLERDE ABİYOTİK STRES VE MELATONİN 

Armağan KAYA ..................................................................................... 7 

CHAPTER 2 

BAKTERİYEL DİRENCİN KESİRSEL MERTEBEDEN 
MATEMATİKSEL MODELİNİN KARARLILIK ANALİZİ  

Bahatdin DAŞBAŞI, İlhan ÖZTÜRK ............................................ 25 

CHAPTER 3 

ALLEE ETKİSİYLE POPÜLASYON BÜYÜME MODELİNİN 
KARARLILIK ANALİZİ VE TÜRKİYE NÜFUS TAHMİNİ 

Bahatdin DAŞBAŞI ........................................................................... 45 

CHAPTER 4 

RİEMANN TİP q-İNTEGTAL İÇEREN İKİ DEĞİŞKENLİ 
q-BALÁZS-SZABADOS-KANTOROVICH 
OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Esma YILDIZ ÖZKAN  ...................................................................... 75 

CHAPTER 5 

TOKSİKOLOJİ ANALİZLERİNDE In Vitro YAKLAŞIMLAR 

In Vitro APPROACHES TO TOXICOLOGICAL ANALYSIS 

Güllü KAYMAK, Harika Eylül ESMER DURUEL, 
Sena Kardelen DİNÇ, Şeyma KIZILKAYA,  
Figen Esin KAYHAN ......................................................................... 89 
  



CHAPTER 6 

MİKRO ELEKTROMEKANİK SİSTEM (MEMS) GYROLARI 
KULLANILARAK ÜÇ BOYUTLU SİSTEM KONTROLERİNİN 
YAZILIMI VE ELEKTRONİK DEVRE TASARIMLARININ 
GELİŞTİRİLMESİ 

Ömer Faruk YILMAZ, Hamdi ERCAN,  
Muharrem Selim CAN ................................................................... 155 

CHAPTER 7 

LQR VE PID KONTROL METOTLARI KULLANILARAK BİR 
İNSANSIZ HAVA ARACININ RÜZGAR ETKİSİNDE 
KONTROLÜ 

Muharrem Selim CAN, Hamdi ERCAN ................................... 171 

CHAPTER 8 

α MERTEBELİ KONVEKS VE YILDIZIL FONKSİYONLAR 
Hasan BAYRAM ............................................................................... 183 

CHAPTER 9 

MAĞARALARDA BİYOÇEŞİTLİLİK VE ANTİBİYOTİK 
DİRENÇLİLİĞİ 

Fatma Seçil KOÇ, Nermin SARIGÜL ........................................ 199 

CHAPTER 10 

CANOPY KÜMELEME ALGORİTMASI- WEKA 
UYGULAMASI 

Serpil SEVİMLİ DENİZ .................................................................. 223 
 

 

         
 

 

CHAPTER 11
BOR-KATKILI TETRAGONAL KARBON (T-C5)’İN İLK-
PRENSİPLERLE İNCELENMESİ FIRST-PRINCIPLES 
INVESTIGATION OF BORON-SUBSTITUTED TETRAGONAL 
CARBON (T-C5)
Sezgin Aydın............................................................................................................
237



Armağan KAYA

BİTKİLERDE ABİYOTİK STRES VE 
MELATONİN  

       

    Armağan KAYA1 

 
1. Bitkilerde Stres  
Bitkilerin büyüme, gelişme, üreme kapasitesi ya da 

hayatta kalmasını etkileyen her türlü dışsal faktör “stres” 
olarak tanımlanır. Bitkilerde stres abiyotik stres 
(kuraklık, tuzluluk, yüksek ya da düşük sıcaklık, 

olarak iki ana grupta sınıflandırılır
doğal koşullarda ya da tarımsal koşullarda 
faktörlerine bitki büyüme ve 
gelişmesini olumsuz yönde etkileyerek ürünlerde nitelik 
ve nicelik kayıplarına yol açmakta ve bu nedenle
hayvanların beslenmelerini de olumsuz yönde 

(Kaçar ve ark. 2002)
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Abiyotik Stres Faktörleri Biyotik 
Stres 

FaktörleriFiziksel Stres 
Faktörler

Kimyasal Stres Faktörleri 

Kuraklık Hava kirliliği
Sıcaklık

İnsan 

Hastalık 

Böcekler

Rüzgar
Toprak pH’sı

Tablo 1. Bitkilerde stres kaynakları (Kadıoğlu, 2007)

Bitkilerin stres şartları ile başa çıkabilme yeteneği 
stres direnci olarak kabul edilir. Bitkiler strese karşı 
direnç sağlayan birtakım adaptasyonlara sahiptirler. 
Örneğin ısı stresine maruz kalan bitkilerde yaprak 
alanının küçültülmesi, absorblanan ışığın azalması için 
yaprakların kıvrılması ve kondüksiyona bağlı ısı kaybı ısı 
stresine karşı geliştirilen adaptasyonlardır. Y
alanının küçülmesi ve yaprakların kalın bir kütikulaya 
sahip olması, yaprakların absisyonu, kökün toprağın 
derinlerine doğru ilerlemesi ve stomaların kapatılması

bitkilerin kuraklığa karşı geliştirdiği mekanizmalara 
örnek olarak verilebilir. Ayrıca bitkilerin bir strese 
maruz kalması onların strese alışma yeteneğini arttırır 

Doğada bitkiler aynı anda birden fazla sayıda stres 
faktörüne maruz kalabilirler. Çevresel stres faktörlerinin 
etkileri birbirinden bağımsız olmayıp ilişki halindedir. 
Örneğin tuzluluk ve donma stresleri su stresini de 

Çözünmüş maddelerin yüksek 
konsantrasyonda bulunması kök bölgesinde toprakta su 

iğine benzer bir ortam 
oluşturmakta ya da bitki dokularında hücre dışı buz 
oluşumu hücresel dehidrasyona yol açabilmektedir. 
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Armağan KAYA

Stres faktörleri arasındaki interaksiyonlar bitkilerin 
strese karşı oluşturdukları cevapları da etkilemektedir

Bu etkileşim 

ayçiçeğinde herbisitin meydana getirdiği olumsuz 
etkilerin tuz stresi uygulanması ile daha da arttığını 
rapor etmiştir. Şahin ve ark (2018) kuraklık ve tuzluluk 
streslerinin ayrı ayrı uygulandığında lahanada gelişimi 
olumsuz yönde etkilediğini, bu streslerin eş zamanlı 
uygulanmasının bitkide görülen 
arttırdığını bildirmiştir. Sesuvium 
portulacastrum bitkisinde su stresine ve tuzluluğa eş 
zamanlı maruz kalan gruplarda sadece

kıyasla bazı stres cevaplarında değişimler
saptandığını rapor etmişlerdir. Araştırmacılar eş zamanlı

kalanlara kıyasla MDA, karotenoid ve
içeriklerinde azalma v artış 
görüldüğünü belirlemişlerdir

Stres faktörleri bitkilerde oksidatif hasara sebep olan 
reaktif oksijen türlerinin (ROS) birikimini teşvik ederler
ROS serbest radikallerden (süperoksit radikali (O

)’dan 
oluşur. ROS bitkilerde büyüme, gelişme, hücre döngüsü, 
programlanmış hücre ölümü, sistemik sinyal oluşumu 
gibi süreçlerle ilgili genlerin ifadesini etkiler.
koşullarda ROS hücresel metabolizmanın bir sonucu 
olarak üretilebilir ancak hücrede ROS’un üretilmesi ve 
temizlenmesi arasında bir denge vardır tres şartlarında 
bu denge bozulur ve ROS’un hücresel seviyesi artar (

ein lipit, karbonhidrat ve DNA’
oksidatif hasara yol açar (Şekil 1)
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Şekil 1. ROS üretimi ve hücre ölümü 

amacıyla moleküler düzeyde bazı mek
geliştirmiştir. Bu mekanizmalar ozmolitler, ısı şok 

moleküllerin sentezi, makromolekül ve iyonların 
homeostazisi ve ROS’un sentezi ve detoksifikasyonunu 
içerir. Stres şartlarında bitkiler yaşamlarını 
ürdürebilmek için ROS’un kontrolünü ve 

detoksifikasyonunu sağlayan bir antioksidan sisteme 
sahiptir (Büyük ve ark. 2012).
altındaki bitkilerde ve dolayısıyla
oksidatif hasarı engeller. Antioksidan sistem
süperosit dismuta

vitamini), α bileşenlerden oluşmaktadır. 
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Armağan KAYA

Antioksidan bileşenler ROS’u temizleyerek ya da daha az 
zararlı türlere dönüştürerek stres şartlarında bitkinin 
hayatta kalmasına yardım eder (

 

Tablo 2. Bazı antioksidan enzimler ve katalizledikleri 

Yukarıdaki tabloda bitki dokusunda bulunan 

görülmektedir. Bununla birlikte bitki dokusunda 

hasarına karşı hücresel koruma sağlarlar. Örneğin 

’ yi doğru
Tokoferoller ROS’u ve lipit radikallerini temizleyerek 
lipit peroksidasyonunun kırılmasında rol oynarlar. 
Enzimatik olmayan antioksidanların bir diğer örneği 

rese karşı koruyucu 
hem de enzimatik düzenleme, hücrelerin 

farklılaşması, hücre ölümü gibi süreçlerle ilişkilidir 
(Büyük ve ark. 2012).

Olumsuz çevresel koşullarda strese cevap olarak 
antioksidan bileşiklerin seviyeleri değişiklik 

gösterir. Kaya ve Doganlar (2016) herbisit stresine 
maruz kalan tütünde APX, CAT, GST ve GR enzim 
aktivitelerinin strese cevap olarak arttığını belirtmiştir.
Benzer şekilde Cui ve ark (2018) kuraklık stresi 
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uygulanan buğdayda stresin şiddetinin artışına paralel 

telerinin arttığını, Ding ve ark (2017) soğuk 

ve GPX aktiviteleri ile GSH içeriğinin kontrole kıyasla 
arttığını rapor etmişlerdir. 

Antioksidan savunma sistemi dışında bitkinin strese 
karşı adaptasyonunda rol oynayan bir diğer mekanizma 
bitki hormonlarıdır Bitki hormonları bitkilerde büyüme, 
gelişme ve hücre farklılaşması gibi çeşitli metabolik 
süreçleri etkileyen organik moleküllerdir. Hem normal 
şartlarda hem de stres şartlarında önemli fizyolojik 
süreçleri düzenlerler. Stres şartları altında bir takım 
savunma cevaplarının düzenlenmesine aracı olarak 
bitkilerin stres adaptasyonunu artırmada önemli rol 

Bitki hormonları ayrı ayrı ya da birbiri ile 
koordinasyonlu olarak fonksiyon görebilirler (

cevabı olarak hormon seviyeleri değişebilir (Yurekli et 

). Ayrıca yapılan pek çok çalışmada 

hormonların bazı fizyolojik ve biyokimyasal süreçleri 
etkileyerek bitki stres dayanıklılığını arttırdığını 
göstermektedir (Wang et al., 2007; Cui et al., 2010; Li et 

2. Melatonin 

1958 yılında sığır beyin üstü bezinden izole edilmiş bir 
indolik bileşiktir (Şekil 2)

izyolojisi, üreme davranışları
immünolojik gelişimi düzenlediği bilinmektedir.
Bakterilerde, tek ve çok hücreli alglerde, omurgasızlarda 

melatoninin varlığı 1995 
yılında de keşfedilmiştir (
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Armağan KAYA

Şekil 2. Melatoninin moleküler yapısı

Yirmiden fazla monokotil ve dikotil familyasından 
elatonin bitkilerin kök, sürgün, meyve, 

yaprak, çiçek, tohum gibi organlarında bulunmaktadır
elatonin seviyesi sadece farklı bitki türleri arasında 

değil aynı zamanda aynı türün faklı çeşitleri arasında da 
değişiklik göstermektedir

Aynı bitkinin farklı 
organlarında ve farklı gelişim dönemlerinde de 
melatonin içeriği değişebilmektedir. Örneğin Korkmaz ve 
ark (2014) iki farklı biber çeşidi üzerinde yaptıkları 
araştırmada her iki biber çeşidinde de melatonin 

ikiminin kotiledon aşamasındaki fidelerde ve olgun 
tohumlarda arttığını ve bitkinin gelişimsel dönemine 
bağlı olarak yaprak, meyve ve köklerdeki melatonin 
konsantrasyonunun değiştiğini belirtmişlerdir. 

Bitkilerde önemli bir sinyal molekülü olan 
n sentezinde iki önemli yol vardır. İlki normal 

şartlar altında gerçekleşen triptofan/triptamin/N

fazla miktarlarda serotonin üretildiği zaman meydana 

melatonine dönüşmesinden çok triptofanın serotonine 
dönüşmesi ile ilişkilidir.
birçok ara ürün kloroplast, endoplazmik retikulum ve 

zma gibi hücre içi kısımlarda üretilir. Biyosentez 
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yoluna bağlı olarak, melatoninin sentezindeki en son 
hücre içi kısım kloroplast ya da sitoplazmadır ve bu 
durum bitkilerde melatoninin hareket yönünü etkiler 

jasmonik asit ve salisilik asit gibi bilinen fitohormonların 
görevleri ile örtüşen çok sayıda etkiye 
melatoninin hormon olarak sınıflandırılabilmesi için 
özellikle yüksek affiniteli bağlanma bölgelerinin ve sinyal
iletim yolu öğelerinin tanımlanması taşınan
melatoninin ve onun organizma içindeki 
belirlenmesini içeren birtakım kriterlerin araştırılması

metabolizmasının yanı sıra oksin taşıyan proteinler gibi 
bitki hormonları ile ilişkili gen ifadelerinin 
düzenlenmesinde önemli bir rol oynar (Arnao ve 

önemli görevlerinden biri bitkilerde büyüme ve
gelişmenin düzenlenmesinde rol oynamasıdır. 
Melatoninin ve indol asetik asit (IAA)’nın biyosentezi 
triptofan aminoasiti üzerinden başlar ve hem melatonin 
hem de IAA benzer yapısal fonksiyone

bitki büyüme ve 
gelişmesinde IAA’ya benzer şekilde rol oynar

ücre bölünmesi, kök ve koleoptil gelişimi, 
vaplarının oluşması ve sirkadiye

düzenlenmesinde rol oynamaktadır. Melatonin 
hem büyüme ve çimlenme oranını hem de bitki 
verimliliğini arttır ve 
Ayrıca melatonin farklı stres koşullarına maruz kalan 

karşı toleransı arttırmaktadır
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melatoninin hormon olarak sınıflandırılabilmesi için 
özellikle yüksek affiniteli bağlanma bölgelerinin ve sinyal
iletim yolu öğelerinin tanımlanması taşınan
melatoninin ve onun organizma içindeki 
belirlenmesini içeren birtakım kriterlerin araştırılması

metabolizmasının yanı sıra oksin taşıyan proteinler gibi 
bitki hormonları ile ilişkili gen ifadelerinin 
düzenlenmesinde önemli bir rol oynar (Arnao ve 

önemli görevlerinden biri bitkilerde büyüme ve
gelişmenin düzenlenmesinde rol oynamasıdır. 
Melatoninin ve indol asetik asit (IAA)’nın biyosentezi 
triptofan aminoasiti üzerinden başlar ve hem melatonin 
hem de IAA benzer yapısal fonksiyone

bitki büyüme ve 
gelişmesinde IAA’ya benzer şekilde rol oynar

ücre bölünmesi, kök ve koleoptil gelişimi, 
vaplarının oluşması ve sirkadiye

düzenlenmesinde rol oynamaktadır. Melatonin 
hem büyüme ve çimlenme oranını hem de bitki 
verimliliğini arttır ve 
Ayrıca melatonin farklı stres koşullarına maruz kalan 

karşı toleransı arttırmaktadır
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3. Abiyotik Stres ve Melatonin İlişkisi 

3.1.  Strese Maruz Kalan Bitkilerde İçsel 
Melatonin Seviyeleri 

Melatonin sıcak, soğuk, kuraklık, toksik kimyasallar, 
bakteri ve funguslarla enfeksiyon gibi çoğu stres 
durumunda iyileştirici etkiye sahip olup 

yara iyileşmesini destekler, senesensi geciktirir ve 

Melatonin hücre redoks statüsünü 
stabilize edip ROS birikimine ve diğer zararlı çevresel 
etkilere karşı hücreleri koruduğu için anti
özelliğe sahiptir. Melatonin düşük konsantrasyonlarda 
hem suda hem de yağda çözündüğü için hidrofilik ve 
hidrofobik bir antioksidandır. Ayrıca melatoninin küçük 
boyutlu oluşu ROS birikimine karşı hücreleri korumak 
amacıyla bu bileşiğin hücresel kom
arasında hareketini kolaylaştırır (Posm

Olumsuz çevre koşullarında melatonin stresle ilişkili 

arttırarak ve lipit peroksidasyonunu azaltarak bitki
ını teşvik eder 

dokularındaki melatonin seviyesi çevresel şartlardan 
rtamın ışık ya da sıcaklığındaki ani 

değişimlerin ya da çevresel stres ajanlarının etkisi ile 
Örneğin çevre

kirleticilere karşı yüksek toleransa sahip akuatik bir bitki 
olan su sümbülü yüksek bir melatonin içeriğine sahiptir. 
Su sümbülünün yüksek
kirleticilerine karşı bitkinin stres toleransını arttırır (Tan 

er şekilde ozon hasarına karşı 
bitkilerin duyarlılıkları birbirinden farklıdır. Ozon 
hasarına dayanıklı türlerdeki melatonin içeriği hassas 
olan türlerden daha yüksektir (Dubbels ve ark 1995). 
Yüksek melatonin içeriği filizlenen tohumlarda da 

oynar. Örneğin filizlenen ayçiçeği 
tohumlarında melatonin seviyesi artar (Cho ve ark 
2018). Çünkü germ oksidatif strese karşı çok 
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hassastır ve melatonin bir antioksidan olarak germ 
ROS’un yol açtığı oksidatif hasardan korur 

çevre koşullarına maruz kalan çeşitli bitkilerde içsel 
melatonin seviyesinin arttığını gösteren çok sayıda 
araştırma mevcuttur. 

Glycyrrhiza uralensis içsel
miktarının arttığını saptamış ve melatonin içeriğindeki 
artışı melatoninin antioksidan savunmadaki rolü ile 
ilişkilendirmişlerdir. Araştırmacılar melatoninin UV 
stresi etkisi ile üretilen ROS’un sebep olduğu oksidatif 
hasara karşı bitkiyi koruduğunu belirtmişlerdir. 
Korkmaz ve ark. (2016) üşüme stresine maruz kalan 

içsel önemli 
ölçüde arttığını ve dışarıdan uygulanan melatoninin bitki 
dokularındaki melatonin seviyesinin artışını teşvik 
ettiğini belirtmişlerdir. Araştırmacılar içsel melatoninin 
seviyesindeki artışı bitkinin üşümeye karşı bir stres 
cevabı olarak değerlendirmişlerdir

) farklı kimyasal ajanlara maruz kalan arpa 
bitkisinin köklerinde stresin etkisi ile melatonin 

teşvik edildiğini ve dokularda melatonin 
içeriğinin önemli derecede arttığını gözlemlemiş ve bu 
artışı kimyasal stres ajanlarına karşı melatoninin bitkiyi 
koruyucu rolü ile ilişkilendirmişlerdir. 

3.2. Dışsal melatonin uygulamalarının 
bitkilerde stres toleransı üzerine 
etkileri 

Bitkilerin stres dayanıklılığının dokularındaki yüksek 
melatonin içeriği ile alakalı olduğunun ortaya çıkması ile 
birlikte bilim insanları bitkilerde melatonin seviyesini 
arttırıcı yönde araştırmalar yapmaya başlamıştır. 
çalışmaların bir kısmı transgenik bitkiler üzerine 
odaklanmıştır. Genetik mühendisliği alanında yapılan 
çalışmalar ile içsel melatonin seviyesi yüksek ve bu 
nedenle strese dayanıklı transgenik bitkiler üretilmiştir. 
Bitkilerde endojen melatonin seviyesini arttırmanın bir 
diğer yolu ise bitkiye dışarıdan melatonin uygulaması 
yapmaktır. Bitkilere melatoninin dışsal uygulaması 
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sadece stres toleransını arttırmaz, aynı zamanda vejatatif 
ve reprodüktif gelişim süreçlerini de etkiler. Dışsal 
melatonin uygulaması yapraklara püskürtme yolu ile, 
tohum uygulaması olarak ya da sulama suyu ile 
köklerden yapılabilir ( Yakupoğlu ve ark 

Dışsal melatonin uygulaması yapılan arpa bitkisinin 
yapraklarında uygulanan melatonin 
konsantrasyonundaki artışa paralel olarak hem içsel 
melatonin seviyesi artmış hem de klorofil kaybının 
azalması ile birlikte yaprak senesensi gecikmiştir (Arnao 

üzerindeki geciktirici etkisi 
fazladır

aktivitelerini hem de bu enzimlerle ilgili hücresel mRNA 
seviyelerini etkiler (Rodriguez ve ark. 2004). Dışsal 
melatonin uygulaması olumsuz çevre koşullarına maruz 

arttırmaktadır
İnan (2018) kuraklık ve tuzluluk streslerine maruz kalan 
tütünde dışsal melatonin uygulamasının 
peroksidasyonunun son ürünü olup oksidatif hasarın 
önemli bir gö azaltıp
pigment ve prolin içerikleri ile antioksidan
aktivitelerini arttırdığını ve bu nedenle dışsal uygulanan 

tütünde stres direncini geliştirdiğini rapor 
etmiştir. Brassica napus’d
dışsal melatonin uygulaması sonucu antioksidan enzim 
aktiviteleri artmış, prolin ve çözünür proteinin birikimi 
indüklenmiştir. Ayrıca melatonin uygulaması tuz stresi 
altındaki Brassica napus fidelerinde biyokütleyi ve kök 
gelişimini arttırmıştır (Zeng ve Benzer şekilde 
Ding et al. (2017) soğuk stresine maruz kalan domateste, 
Cui et al. (2017) kuraklığa maruz kalan buğdayda

üşüme stresine maruz kalan 
melatonin ön uygulamasının

ttırarak bitki stres toleransını 
geliştirdiğini rapor etmişlerdir. 
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hasardan koruyabilir ya da onların biyosentezini teşvik 
Üşüme, kuraklık ve 

ağır metal kirliliği gibi stres koşullarında melatonin 
antioksidan sistemle ilişkili genlerin ifadelerini 
indükleyerek bitkilerin stres toleransını arttırır (Li ve 

Sonuç olarak bitkiler yetiştikleri çevrede pek çok 
aktörüne ayrı ayrı ama genellikle de eş zamanlı 

stres şartlarında 
kalabilmek için bazı savunma mekanizmaları 
geliştirmişlerdir. ROS’u temizleyerek 
ya da daha az zararlı türlere dönüştürerek stres altındaki 

itkilerin hayatta kalmasında anahtar rol oynar. 
bitkilerde hücre bölünmesi, kök ve kaleoptil 

gelişimi, tropizma cevaplarının oluşması ve sirkadiye
ritmin düzenlenmesi gibi fizyolojik süreçlerde rol 

birlikte aynı zamanda bitkilerin strese karşı 
toleransını arttırır. Dışsal uygulanan melatoninin soğuk, 
kuraklık ve ozmotik stres gibi çeşitli 

bazı anti
regülasyonu düzenlemesi çevresel stresler altın
endojen melatonin seviyesinin artışı melatoninin 
abiyotik streslere karşı bir sinyal molekül olarak önemli 
rol oynadığını göstermektedir (Arnao ve Hernandez

Melatoninin çevresel streslere karşı bitki 
toleransını arttırdığının le birlikte yüksek 
düzeyde melatonin sentezleyebilen strese dayanıklı 
transgenik bitkiler üretilmiştir (

Kaynaklar 

 
Glycyrrhiza uralensis

–
 

–
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Fen Bilimleri ve Matematik Alanında Yenilikçi Yaklaşımlar Bahattin DAŞBAŞI, İlhan ÖZTÜRK

 BAKTERİYEL DİRENCİN  
KESİRSEL MERTEBEDEN MATEMATİKSEL  

MODELİNİN  
KARARLILIK ANALİZİ  

                        Bahatdin DAŞBAŞI1,  
                                  İlhan ÖZTÜRK2 

 
 

1. Giriş 
Biyoloji matematiksel fikirler açısından zengin bir 

kaynaktır. Dolayısıyla literatürde farklı senaryolar 
altında geliştirilen birçok biyolojik popülasyon büyüme 
modellemeleri bulunmaktadır [1]. Özellikle 
enfeksiyonların matematiksel o
ilgili birçok çalışma mevcuttur [2]. 

Enfeksiyonlar, insanlık tarihi boyunca hastalıkların 
ana nedeni olmuşlardır. Bu enfeksiyonlar arasında 
özellikle bakteriyel enfeksiyonlar dikkati çekmektedir.

mücadelede bilinen en 
kullanışlı ve eski yöntem antibiyotik kullanımıdır [3]. Bu 
tür tedavi yönteminde antimikrobiyal ajanlara karşı 
direnç kavramı, insan enfeksiyonlarını tedavi etmek için 
bu ajanları kullanmanın hem kaçınılmaz hem de doğal 

kullanımının sonucu 
olarak bakteriler tarafından geliştirilen direnç,
bakterileri ya kontrol etmek ya da yok etmek için 
üretilen antibiyotiklerin etkilerine direnmek için bakteri 
yeteneği olarak tanımlanır [5]. Tedavi yöntemi olarak 
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biyotiğin her bir yeni sınıfının geliştirilmesi, kısa 
süre sonra bu sınıfa direnç kazanan bakterinin yeni bir 
türünü ortaya çıkarmaktadır [6].Bir antibiyotik, 
fonksiyonu bakterinin gelişimini durdurmak olduğunda 

olduğunda bakteriyosidal etkiye sahip olarak ifade edilir. 
Ama bu fark, bakteri türüne ve gelişim aşamasına ve 
kullanılan ilaç konsantrasyonuna bağlı olduğu için açıkça 
belli değildir. Dolayısıyla Mycobacteriumtuberculosis ve 

gibi bakterilerle mücadelede birden 
fazla antibiyotik ilaçlarının kullanımı gerekmektedir [7]. 
Bakteriyel direncin bu sıkıntılarına rağmen bu tür 
enfeksiyonlarla mücadele etmek için bilinen en yaygın 
metot yine antibiyotik ilaçlarının kullanımıdır. 

popülasyonundaki bulaşıcı hastalıkların yayılımını analiz 
etmez, aynı zamanda bir bireydeki enfeksiyon ve 
muhtemel yeniden enfeksiyon süreçlerinin büyüklüğünü 
ve zamanlamasını tahmin eden, kullanışlı ve önemli 

ardımcı araçlardandırlar. Bu modeller, önceden 
genellikle planlama, önleme ve kontrol stratejileri için 
kullanılıyorken, daha sonradan özel bir patojene maruz 
kalan bireyleri tedavi etmek için uygun tedavi/müdahale 
programlarında etkili olarak kullanılmaya başlanmıştır 

denge noktasının kararlılık bölgesi en azından onların 
tam mertebeli olanları kadardır.  Bu bağlamda b
önerilen matematiksel model; bakterinin sebep olduğu 

e dirençli bakteri 
yoğunlukları ve çoklu antibiyotik tedavisinin etkileşimini 

modeldir. Ayrıca çalışmada kullanılan parametrelere 
bağlı olarak modelin kararlılık analizi yapıldı ve grafiksel 

sonuçları incelenmiştir.

2. Temel Tanım ve Kavramlar 
Bu kısımda Caputo anlamında kesirsel mertebeden 

integral ve diferansiyel kavramları tanıtıldı. Daha sonra 
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yoğunlukları ve çoklu antibiyotik tedavisinin etkileşimini 

modeldir. Ayrıca çalışmada kullanılan parametrelere 
bağlı olarak modelin kararlılık analizi yapıldı ve grafiksel 

sonuçları incelenmiştir.

2. Temel Tanım ve Kavramlar 
Bu kısımda Caputo anlamında kesirsel mertebeden 

integral ve diferansiyel kavramları tanıtıldı. Daha sonra 
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arının 
kararlılıkları ile ilgili kriter verilmiştir.

Tanım 2.1.    için  ( )
anlamında     

   ( )  ∫
(   )   
 ( )  ( )  

 

 

(   )

  (     ] mertebeli kesirli türevi ise
   ( )         ( )    

   (   )

şeklinde tanımlanır [9].
Lemma2.1.   (   ] olmak üzere, 

 ( )         ( )    (   )

başlangıç koşullarıyla verilen,
   ( )   (   )
   ( )   (   ) (   )

mertebeden diferansiyel denklem sistemi göz önüne 
alınsın. Ayrıca  (     )   (     )   
sisteminden elde edilen denge noktası (     )

gösterildiği varsayılsın.   *
  
  

  
  

  
  

  
  

+

jakobiyen matrisini göstermek üzere,    ( (   ) (     )  
   )       öz değerleri ;

(|   (  )|  
  
      |   (  )|  

  
 )  (   )

koşullarını sağlar ise (     ) denge noktası (2.4) sistemi 
için lokal asimptotik kararlı (LAS) denge noktasıdır [10]. 

mleri için 
denge noktasının kararlılık bölgesi tam mertebeliye göre 
daha geniştir. (2.5) de ifade edilen koşullar aşağıdaki gibi 
detaylandırılabilmektedir.
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Şekil 2.1.
özdeğerlerinin durumlarına göre denge noktasını

kararlılık bölgesi
  √  için  sırasıyla özdeğerlerin reel ve 

sanal kısımlarını göstermek üzere (2.4) deki  
mertebeden diferansiyel denklem sisteminin kararlılık 
bölgesi Şekil 2.1 de gösterilmiştir. Bu şekilden açıkça 
görüleceği üzere kesirsel mertebeli durumdaki kararlılık 
bölgesi tam mertebeli olana göre daha geniştir.
   ( (   ) (     )     )    

 öz değerlerine ait karakteristik polinom:
 ( )              (   )

şeklinde olsun. Hem (2.5) koşulları hem de (2.6) 
polinomu birlikte dikkate alındığında; (     )
noktasının lokalasimtotik kararlılık koşulları –
Hurwitzkararlılık koşullarını (       ) sağlaması ya 

         (  )  |     (
√    (  ) 

  
)|      (   )

koşullarını sağlaması olarak verilebilir [11,12].
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Şekil 2.1.
özdeğerlerinin durumlarına göre denge noktasını

kararlılık bölgesi
  √  için  sırasıyla özdeğerlerin reel ve 

sanal kısımlarını göstermek üzere (2.4) deki  
mertebeden diferansiyel denklem sisteminin kararlılık 
bölgesi Şekil 2.1 de gösterilmiştir. Bu şekilden açıkça 
görüleceği üzere kesirsel mertebeli durumdaki kararlılık 
bölgesi tam mertebeli olana göre daha geniştir.
   ( (   ) (     )     )    

 öz değerlerine ait karakteristik polinom:
 ( )              (   )

şeklinde olsun. Hem (2.5) koşulları hem de (2.6) 
polinomu birlikte dikkate alındığında; (     )
noktasının lokalasimtotik kararlılık koşulları –
Hurwitzkararlılık koşullarını (       ) sağlaması ya 

         (  )  |     (
√    (  ) 

  
)|      (   )

koşullarını sağlaması olarak verilebilir [11,12].
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3. Matematiksel Model 
Bu çalışmada önerilen model Mondragó

arkadaşlarının [7] önerdikleri modelin kesirsel 
mertebeden ve çeşitli senaryolar altında farklı 
parametreler eklenerek modifiye edilmiş ifadesi 
şeklindedir. Ayrıcabu çalışmada [11] de ifade edilen 
çalışmadan farklı olarak bakterilerin büyüme 
biçimlerinin üstel olarak varsayılmasının yanısıra hem 
çoklu antibiyotiğe dirençli bakterinin direnç kaybı hem 
de çoklu antibiyotiğe hassas ve dirençli bakterilerin 
eşleşerek direnç kazanımı gibi faktörler de gözönüne 
alınmıştır [4]. Bu doğrultuda,  zamanındaki çoklu 
antibiyotiğe hassas bakteri popülasyon boyutu  ( )
dirençli bakteri popülasyon boyutu  ( )
         olmak üzere  

  ( )ile gösterilmiş olup  (   ]
aralığındaki reel sayı için(   )
mertebeden oluşan lineer olmayan otonom diferansiyel 
denklem sistemi şeklindeki matematiksel model;

         ∑  
 

   
    ∑  

 

   
         

         ∑  
 

   
         

                      

(   )

olarak önerilmiştir.     
Caputo anlamındaki kesirseltürevi ifade etmektedir. 
Ayrıca           için

               (   )

eşitsizliği sağlanır. Modelde    ( )    ( )    
  ( ) ve başlangıç koşulları ise  (  )       (  )  
      (  )       biçimindedir.
kullanılan parametrelerin ifadeleri aşağıda verilmiştir. 

Bakterilerin üstel bir şekilde çoğaldıkları 
varsayılmıştır. Dolayısıyla     sırasıyla çoklu 
antibiyotiğe hassas ve dirençli bakteri popülasyonlarının 
net gelişim oranlarıdırlar (doğum oranı ölüm oranı). 

çıkmasına sebep olan spesifik mu



Fen Bilimleri ve Matematik Alanında Yenilikçi Yaklaşımlar

çoğalma kapasitesi ve/veya rekabet yeteneğini 
azaltmasıyla sonuçlanan kalıtsal bir uyum bedeline 
sahiptir. Dolayısıyla     rasyonel sayıları için

     (   )

 inci antibiyotik uygulaması 
sırasında, bu antibiyotiğe maruz kalan hassas 
bakterilerin mutasyonlarına bağlı olarak bir miktar 
dirençli bakteri ortaya çıkabilir.    inci antibiyotiğe 

oranı olmak üzer      
vasıtasıyla gösterilmiştir. Hassas bakteriler ayrıca 
antibiyotiklerin etkisi nedeniyle ölürler ki modelde bu 

   inci antibiyotiğe maruz kalma nedeniyle 
hassas bakterilerin ölüm oranı olmak üzere      
vasıtasıyla gösterilmiştir. Buna ek olarak, antibiyotiğe 
karşı en yaygın direnç kazanım biçimi, hassas ve dirençli 
bakteriler arasında genlerin transferini içeren eşleşme 
(conjugation) yoluyla olur. Bu transfer iyi karışmış bir 
popülasyonda bitişik bakteriler arasında gerçekleştiği 
için popülasyondaki antibiyotiğe hassas ve direnç 
bakteri düzeylerine orantılı olan  eşleşme oranıyla 
kütle hareket kinetiğine sahip olduğu modelde 
varsayıldı. Dirençli bakterilerin direnç kaybı oranı  

 
başına sabit bir   oranında vücuttan atılır. Böylece 
yukarıdaki senaryolar altında (3.1) modelindeki 
değişkenlerin arasındaki ilişkiler şematik olarak 
aşağıdaki şekilde gösterilebilir.
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çoğalma kapasitesi ve/veya rekabet yeteneğini 
azaltmasıyla sonuçlanan kalıtsal bir uyum bedeline 
sahiptir. Dolayısıyla     rasyonel sayıları için

     (   )

 inci antibiyotik uygulaması 
sırasında, bu antibiyotiğe maruz kalan hassas 
bakterilerin mutasyonlarına bağlı olarak bir miktar 
dirençli bakteri ortaya çıkabilir.    inci antibiyotiğe 

oranı olmak üzer      
vasıtasıyla gösterilmiştir. Hassas bakteriler ayrıca 
antibiyotiklerin etkisi nedeniyle ölürler ki modelde bu 

   inci antibiyotiğe maruz kalma nedeniyle 
hassas bakterilerin ölüm oranı olmak üzere      
vasıtasıyla gösterilmiştir. Buna ek olarak, antibiyotiğe 
karşı en yaygın direnç kazanım biçimi, hassas ve dirençli 
bakteriler arasında genlerin transferini içeren eşleşme 
(conjugation) yoluyla olur. Bu transfer iyi karışmış bir 
popülasyonda bitişik bakteriler arasında gerçekleştiği 
için popülasyondaki antibiyotiğe hassas ve direnç 
bakteri düzeylerine orantılı olan  eşleşme oranıyla 
kütle hareket kinetiğine sahip olduğu modelde 
varsayıldı. Dirençli bakterilerin direnç kaybı oranı  

 
başına sabit bir   oranında vücuttan atılır. Böylece 
yukarıdaki senaryolar altında (3.1) modelindeki 
değişkenlerin arasındaki ilişkiler şematik olarak 
aşağıdaki şekilde gösterilebilir.
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Şekil 3.1. ki bakteri popülasyonları ve 
antibiyotik konsantrasyonları arasındaki etkileşimin 

parametrelere göre şematik gösterimi

Şekil 3.1. de gösterilen bakteri popülasyonları ve 
çoklu antibiyotik konsantrasyonları arasındaki ilişki 
genelleştirilmiş bir bakteriyel 

Tanım 3.1. 
        (   ] olmak üzereaşağıda 

gösterilenmatris formunda yeniden yazılabilir:
   ( )    ( )    ( )  ( )
 ( )     

(   )
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 ( )  

(

 
 
 
 ( )
 ( )
  ( )
  ( )
 
  ( ))

 
 
 
 

(

 
 
 
  ( )
  ( )
  ( )
  ( )
 
    ( ))

 
 
 
    

(

 
 
 
 ( )
 ( )
  ( )
  ( )
 
  ( ))

 
 
 
 

(

 
 
 
  ( )
  ( )
  ( )
  ( )
 
    ( ))

 
 
 
 

  

(

 
 
 
         
 (    )       
          
          
      
        )

 
 
 
 

  

(

  
 
    (     )  (     )     (     )
           
        
        
      
        )

  
 

(   )

şeklindedir.
Tanım 3.2. Tanım 3.1. göz önüne alınmak 

üzere, ( )  ( ( )  ( )  ( )     ( ))
 için  [   ]

[   ] aralığında  ( ) sürekli sütun vektörlerinin seti 
 ( )    [   ] vektörünün normu 

‖ ( )‖  ∑     |  ( )|   
   olarak yazılır.

Önerme 3.1. Eğer  ( )    [   ]
bir çözüme sahiptir.

İspat   ( )    ( )    ( )  ( )
 ( )    [   ] vektörü  ( ( ))    [   ]

şeklindedir. Ayrıca,  ( )  ( )    [   ]  ( )    ( )
olacak şekildeki vektörler için:
‖ ( ( ))   ( ( ))‖
 ‖(  ( )    ( )  ( ))  (  ( )    ( )  ( ))‖
 ‖  ( )    ( )  ( )    ( )    ( )  ( )‖

 ‖ ( ( )   ( ))    ( )  ( )    ( )  ( )

 (  ( )  ( )    ( )  ( )⏟                
 

)‖

 ‖ ( ( )   ( ))    ( ) ( ( )   ( ))  (  ( )    ( ))  ( )‖
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 ( )  

(

 
 
 
 ( )
 ( )
  ( )
  ( )
 
  ( ))

 
 
 
 

(

 
 
 
  ( )
  ( )
  ( )
  ( )
 
    ( ))

 
 
 
    

(

 
 
 
 ( )
 ( )
  ( )
  ( )
 
  ( ))

 
 
 
 

(

 
 
 
  ( )
  ( )
  ( )
  ( )
 
    ( ))

 
 
 
 

  

(

 
 
 
         
 (    )       
          
          
      
        )

 
 
 
 

  

(

  
 
    (     )  (     )     (     )
           
        
        
      
        )

  
 

(   )

şeklindedir.
Tanım 3.2. Tanım 3.1. göz önüne alınmak 

üzere, ( )  ( ( )  ( )  ( )     ( ))
 için  [   ]

[   ] aralığında  ( ) sürekli sütun vektörlerinin seti 
 ( )    [   ] vektörünün normu 

‖ ( )‖  ∑     |  ( )|   
   olarak yazılır.

Önerme 3.1. Eğer  ( )    [   ]
bir çözüme sahiptir.

İspat   ( )    ( )    ( )  ( )
 ( )    [   ] vektörü  ( ( ))    [   ]

şeklindedir. Ayrıca,  ( )  ( )    [   ]  ( )    ( )
olacak şekildeki vektörler için:
‖ ( ( ))   ( ( ))‖
 ‖(  ( )    ( )  ( ))  (  ( )    ( )  ( ))‖
 ‖  ( )    ( )  ( )    ( )    ( )  ( )‖

 ‖ ( ( )   ( ))    ( )  ( )    ( )  ( )

 (  ( )  ( )    ( )  ( )⏟                
 

)‖

 ‖ ( ( )   ( ))    ( ) ( ( )   ( ))  (  ( )    ( ))  ( )‖
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 (‖ ( ( )   ( ))‖  ‖  ( ) ( ( )   ( ))‖
 ‖(  ( )    ( ))  ( )‖)

 (‖ ‖‖( ( )   ( ))‖  ‖ ‖|  ( )|‖( ( )   ( ))‖

 ‖ ‖ |(  ( )    ( ))|⏟          
 ‖( ( )  ( ))‖

‖ ( )‖)

 (‖ ‖  ‖ ‖|  ( )|  ‖ ‖‖ ( )‖)‖( ( )   ( ))‖

 (‖ ‖  ‖ ‖(|  ( )|⏟  
 ‖ ( )‖

 ‖ ( )‖))‖( ( )   ( ))‖

 (‖ ‖  ‖ ‖(‖ ( )‖  ‖ ( )‖))‖( ( )   ( ))‖

ve böylece
‖ ( ( ))   ( ( ))‖   ‖( ( )   ( ))‖

  (‖ ‖  ‖ ‖(     ))   
     ( )  ( )  
  [   ]olduğundan dolayı‖ ( )‖     ‖ ( )‖    
biçimindedir. Dolayısıyla (3.4) sisteminin tek bir çözümü 
vardır.

4. (3.1) Matematiksel Modelinin Kalitatif 
Analizi 

Bu kısımda (3.1) de ifade edilen modelin denge 
noktaları bulunarak bu denge noktalarının kararlılık 
analizi yapılmıştır.

4.1. Denge Noktaları
noktalarının genel ifadesi  ( ̅  ̅   ̅̅ ̅   ̅̅ ̅       ̅̅̅̅ )
gösterilsin.

Önerme 4.1.          
için enfeksiyondan bağımsızdenge noktası olan 
  (           )noktası her zaman vardır. Ayrıca 
        olduğunda   (

    
      

    
       )

noktası biyolojik olarak anlamlı olup vardır.
İspat (3.1) sisteminin denge çözümüaşağıdaki 

sistemin çözümü ile bulunur.
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   ̅   ̅∑  
 

   
  ̅   ̅∑  

 

   
  ̅    ̅    ̅ ̅   

   ̅   ̅∑  
 

   
  ̅    ̅    ̅ ̅   

     ̅               

(   )

     ̅    eşitliğinden elde edilen   ̅   

yazılırsa,
   ̅    ̅    ̅ ̅   
 ̅(       ̅)   (   )

 ̅    ̅      
 

  ̅   
 ̅   elde edilir. Böylece 

  (           ) denge noktası elde edilir. Bu denge 
noktası biyolojik olarak anlamlıdır.

 Diğer durum olan  ̅      
 olsun. Bu değerin yine 

yazılmasıyla  ̅    
  

    
 değeri elde edilir.  

Dolayısıyla denge noktası   (
    
      

    
         )

şeklinde bulunur. Bu denge noktasının biy
olarak anlamlı olabilmesi için    

     
  

  
olmalıdır. (3.2) ve (3.3) eşitsizlikleri
gözönüne alındığında bu denge noktasının 
biyolojik olarak anlamlı olabilmesi için

        (   )

koşulu bulunur.
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   ̅   ̅∑  
 

   
  ̅   ̅∑  

 

   
  ̅    ̅    ̅ ̅   

   ̅   ̅∑  
 

   
  ̅    ̅    ̅ ̅   

     ̅               

(   )

     ̅    eşitliğinden elde edilen   ̅   

yazılırsa,
   ̅    ̅    ̅ ̅   
 ̅(       ̅)   (   )

 ̅    ̅      
 

  ̅   
 ̅   elde edilir. Böylece 

  (           ) denge noktası elde edilir. Bu denge 
noktası biyolojik olarak anlamlıdır.

 Diğer durum olan  ̅      
 olsun. Bu değerin yine 

yazılmasıyla  ̅    
  

    
 değeri elde edilir.  

Dolayısıyla denge noktası   (
    
      

    
         )

şeklinde bulunur. Bu denge noktasının biy
olarak anlamlı olabilmesi için    

     
  

  
olmalıdır. (3.2) ve (3.3) eşitsizlikleri
gözönüne alındığında bu denge noktasının 
biyolojik olarak anlamlı olabilmesi için

        (   )

koşulu bulunur.
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Böylece sonuç olarak aşağıd

Tablo 4.1. (3.1) modelinin denge noktaları ve bu 
noktalar için biyolojik varlık koşulları

Denge Noktası Biyolojik Varlık Koşulu 

  (           ) Her zaman vardır.

  (
    
      

    
         )         

4.2. Denge Noktalarının Kararlılık Analizi:  
         için (3.1) sisteminin sağ tarafındaki 

 (           )       ∑  
 

   
    ∑  

 

   
         

 (           )       ∑  
 

   
         

  (           )       

(   )

şeklinde olsun. 
Önerme 4.2.

(enfeksiyondan serbest) denge noktası 
  (           )noktası eğer    ise kararlıdır. 

Ayrıca (4.3) eşitsizlikleri sağlandığında ortaya çıkan 
  (

    
      

    
         ) denge noktası kararlıdır.

İspat  

(

  
 

           
           

(  ) (  ) (  )   (  )  
     

(  ) (  ) (  )   (  )  )

  
 olacak şekilde 
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(

 
 
 
 
 
 (   ∑(  

 

   
   )     ) (    )   (     )    (     )

(∑  
 

   
  )    (       )        

       
     
       )

 
 
 
 
 
 

(   )

şeklindedir.

   (           )denge noktasında hesaplanan 

 (  )  

(

 
 
      
 (    )    
       
     
       )

 
 (   )

olup bu matristen elde edilen özdeğerler  
       için   ile gösterilsin. Bu noktada  
       için          olduğu aşikardır. 
Dolayısıyla denge noktasının kararlılık kriteri 
gözönüne alındığında bu özdeğerlerin negatif 
olduğu böylece kararlılık şartını bozmadığı 
görülür. Dolayısıylabu denge noktası için    
özdeğerlerinin elde edileceği  (  )
matrisinin blok matrisi olan ve aşağıda 
gösterilen

     (   
 (    )) (   )

matrisine karşılık gelen  özdeğerlerine ait 

    (   (    ))    (    )   (   )

olarak elde edilir. Bu denklemin diskriminantı; 
  (   (    ))     (    )  
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(

 
 
 
 
 
 (   ∑(  

 

   
   )     ) (    )   (     )    (     )

(∑  
 

   
  )    (       )        

       
     
       )

 
 
 
 
 
 

(   )

şeklindedir.

   (           )denge noktasında hesaplanan 

 (  )  

(

 
 
      
 (    )    
       
     
       )

 
 (   )

olup bu matristen elde edilen özdeğerler  
       için   ile gösterilsin. Bu noktada  
       için          olduğu aşikardır. 
Dolayısıyla denge noktasının kararlılık kriteri 
gözönüne alındığında bu özdeğerlerin negatif 
olduğu böylece kararlılık şartını bozmadığı 
görülür. Dolayısıylabu denge noktası için    
özdeğerlerinin elde edileceği  (  )
matrisinin blok matrisi olan ve aşağıda 
gösterilen

     (   
 (    )) (   )

matrisine karşılık gelen  özdeğerlerine ait 

    (   (    ))    (    )   (   )

olarak elde edilir. Bu denklemin diskriminantı; 
  (   (    ))     (    )  

Bahattin DAŞBAŞI, İlhan ÖZTÜRK

(   (    )) şeklinde olacağından 
özdeğerler:   

(   (    )) |   (    )|
    

(   (    )) |   (    )|
 

ve böylece
         (    ) (   )

r.  Dolayısıyla (3.2) ve (3.3) eşitsizlikleri 
birlikte dikkate alındıklarında, eğer 

    (   )
       

bağımsız denge noktası olan   (           )
noktasının kararlı olacağı görülür.

 (4.3) eşitsizliği sağlansın. Bu durumda
  (

    
      

    
         ) denge noktasında 

 (  )  

(

 
 
 
 
 (   

  
  

(    ))        
 (     )       

 (     )

  
  

(    )      
        

   
       
     
       )

 
 
 
 
 

(    )

elde edilir. Benzer şekilde bu noktada 
         için          olduğu 
aşikardır. Dolayısıyla  (  )

     

(

 
 (   

  
  

(    ))   

  
  

(    )  
)

 
 (    )

şeklinde elde edilir. Burada              
  
  
(    )  

  
  
           

  
(    )  

olur. (3.2), (3.3) ve (4.3) eşitsizlikleri birlikte 
gözönüne alınsın. Bu durumda            
           denge noktası için (2.6) ve 
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(2.7) ye göre Routh Hurwitz kararlılık koşulları 
sağlanacağından dolayı bu nokta kararlıdır.

Tablo 4.2. (3.1) sisteminin denge noktalarının kararlılık 
koşulları

Denge Noktası Kararlılık Koşulu 

  (           )     

  (
    
      

    
         )         

5. Nümerik Çalışmalar 
Bu kısımda (3.1) sisteminde kullanılan parametrelere 

değerler verilerek sistemin kalitatif analizi nümerik 
simülasyonlar vasıtasıyla desteklenmiştir. Bu doğrultuda 

                                        
                                            (   )

ve başlangıç koşulları ise(             )
alındığında Şekil 5.1.
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  (
    
      

    
         )         

5. Nümerik Çalışmalar 
Bu kısımda (3.1) sisteminde kullanılan parametrelere 

değerler verilerek sistemin kalitatif analizi nümerik 
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ve başlangıç koşulları ise(             )
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Bahattin DAŞBAŞI, İlhan ÖZTÜRK

Şekil 5.1.    için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki hassas ve dirençli bakteri 

popülasyonlarının boyutlarındaki zamana bağlı 
değişimlerinin grafiksel gösterimi

Şekil 5.2.    için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki ilaç konsantrasyonlarının zamana 

bağlı değişimlerinin grafiksel gösterimi
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Şekil 5.3.     için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki hassas ve dirençli bakteri 

popülasyonlarının boyutlarındaki zamana bağlı 
değişimlerinin grafiksel gösterimi

Şekil 5.4.     için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki ilaç konsantrasyonlarının zamana 

bağlı değişimlerinin grafiksel gösterimi
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Şekil 5.3.     için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki hassas ve dirençli bakteri 

popülasyonlarının boyutlarındaki zamana bağlı 
değişimlerinin grafiksel gösterimi

Şekil 5.4.     için (5.1) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki ilaç konsantrasyonlarının zamana 

bağlı değişimlerinin grafiksel gösterimi

Bahattin DAŞBAŞI, İlhan ÖZTÜRK

(3.1) modeli için Şekil 5.1. ve Şekil 5.2. de türev 
    ve Şekil 5.3. ve Şekil 5.4. de türev 
     olarak alınmıştır. Bu şekillerde 

  (       ) denge noktasının kararlılığı 
gözlemlenmektedir. Bunun nedeni   denge noktasının 
kararlılık koşulu olan          şartının sağlanmış 
olmasından dolayıdır.

                                       
                                            (   )

olarak verilsin. Ayrıca türev mertebeleri      
başlangıç koşulları ise (             )olarak alınsın. Bu 
durumda Şekil 5.5. ve Şekil 5.6. elde edilir.

Şekil 5.5.     için (5.2) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki hassas ve dirençli bakteri 

popülasyonlarının boyutlarındaki zamana bağlı 
değişimlerinin grafiksel gösterimi
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Şekil 5.6.     için (5.2) parametre değerlerine göre 
(3.1) modelindeki ilaç konsantrasyonlarının zamana 

bağlı değişimlerinin grafiksel gösterimi
        olduğundan dolayı    (             )

denge noktasının kararlılığıyla ilgili durumlar Şekil 5.5. 
ve Şekil 5.6. da görülmektedir.

Kaynaklar 
 

Applied Sciencesa
 An Introduction to Mathematical Biology

 B. Daşbaşı veI. Öztürk, "Mathematical modelling of 

SpringerPlus

 

J. Theor. Biol.
 Aminoglycoside Antibiotics: From Chemical 

Biology to Drug Discovery
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ALLEE ETKİSİYLE POPÜLASYON BÜYÜME 
MODELİNİN KARARLILIK ANALİZİ VE 

TÜRKİYE NÜFUS TAHMİNİ 

  

 
 
 
 

Bahatdin DAŞBAŞI1 
        

Giriş 
Matematiksel modelleme, gerçek 

matematik diline aktarılma ve matematiksel olarak ifade 
edilme sürecidir. Bilimin birçok alanında çalışan 
araştırmacılar ve uygulayıcılar araştırdıkları sistemlerin 
matematiksel modellerini kullanmaktadırlar 
[1].Dolayısıyla matematiksel mod
biyoloji, yer bilimi, meteoroloji gibi doğa bilimlerinde, 

yapay zekâ gibi mühendislik 
disiplinlerinde, tıpta ve bunların yanı sıra iktisat, işletme, 

sosyal bilimlerde çokça kullanılmaktadır 
sürecinde genellikle fark denklemleri [3,4] ve 
diferansiyel denklemler gibi çeşitli matematiksel 
denklemlerden yararlanılmaktadır.
denklemler yardımıyla matematiksel modelleme 
sürecinde adi diferansiyel denklemlerin 
[5,6]yanısıraimpalsif diferansiyel denklemler[7,8], 

parçalı diferansiyel denklemler [11,12]literatürde 
sıklıkla kullanılmaktadır.

1 Dr. Öğr. Üyesi Kayseri Üniversitesi Uygulamalı Bilimler 
Fakültesi Muhasebe ve Finans Yönetimi Bölümü

CHAPTER      
3 
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Bir bölgedeki gelecekteki nüfus büyüklüğünün 

ileülkenin planlı, dengeli ve sürdürülebilir kalkınma 
hedefi ile uyumlu bir nüfus yapısına ulaşmak amacıyla 
toplumun eğitim, sağlık ve insan gücü yönünden 
niteliklerinin iyileştirilmesi ve yaşam kalitesinin 
yükseltilmesine yöneliknüfus politikalarının 
belirlenmesi açısından çok büyük bir önem taşımaktadır. 
Bir bölgedeki bir türünpopülasyonunbüyüklüğündeki 
değişimin matematiksel olarak
diferansiyel denklemlerden çokça 
yararlanılmaktadır

Bu çalışmada kesirli mertebeden diferansiyel 
denklemler kullanılarak kuadratik Allee etkisiyle lojistik 
popülasyon büyüme modeli önerildi. Popülasyonun 
yokolduğu denge noktasının yanısıra muhtemel pozitif 
denge noktaları bulundu. Popülasyonun taşıma 
kapasitesinin kararlılığının aksine, Allee parametrelerine 
bağlı bu kapasiteden daha küçük olan muhtemel pozitif 
denge noktalarının kararlılıkları incelendi. Uygulama 
olarak Türkiye’nin 2008 2017 yıllarındaki nüfus 
verilerinden yararlanılarak modelin sonuçları grafiksel 
olarak elde edildi. Bu bağlamda 2018 2053 yılları için 
tahmin yapıldı.

Aşağıdaki bölümde çeşitli popülasyonbüyüme 
modelleri tanıtılmıştır.

Büyüme Modelleri 
Gelişim ya da büyüme, çeşitli organizmaların yanı sıra 

hayvan ve bitki türleri ve popülasyonlarının çeşitli 
düzeylerinde oluşan biyolojik sistemlerin temel bir 
özelliğidir. Hatta teknolojideki büyüme eğrileri, belirli 
bir veri aralığındaki çeşitli yöntemlerle geliştirilmesiyle 
bir veri setinin uygun teknolojik performansını tahmin 
etmek için kullanılırlar. Gelişim süreçlerinin 
modellenmesi üzerine birçok araştırma mevcuttur ve 
bunu yapmanın, mekanistik modeller, zaman serileri, 

nklemler gibi birçok yöntemi 
vardır.
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Doğumlar ve ölümler gibi değişiklikler sürekli 
meydana geldiğinde, o zaman nesiller örtüşür ve sürekli 
zamanlı bir model (diferansiyel denklemler) ayrık 
zamanlı modelden (fark denklemleri) daha uygundur. 

nklemlerde zaman aralığı süreklidir ve bu 
aralık ya sınırlıdır (      için[    )
sınırsızdır ([    )
aralığı         ayrık değerlerinin bir setidir.

Diferansiyel denklemler temel alınarak geliştirilen ve 
günümüzde önerilen matematiksel modellerin temel 
aldığı bazı büyüme modelleri Malthus, Gompertz, Lojistik 

2.1. Malthus Büyüme Modeli 
Çoğu zaman ''üstel kanunlara göre 

popülasyonbüyümesi olarak adlandırılan Malthus 
(Malthusian)büyüme modeline göre ''Eğer bir 
popülasyondaki bireylerin yaşadığı ortam sabit kalırsa, 
popülasyon üstel bir şekilde gelişir yada azalır'' 
Malthusian adı ingiliz ekonomist Thomas Malthus’ un 

1845) popülasyonbüyüme teorisi için 
katkılarından dolayı verilmiştir.
ve en basit popülasyon büyüme modelidir. 
Malthusbüyüme modeli lineerve otonom bir diferansiyel 
denklem şeklinde olup modelde büyüme oranının 
popülasyonun boyutuna orantılı olduğunu 
varsaymaktadır.   zamanındaki popülasyon boyutu 
olsun. Popülasyondaki bireylerin doğum oranı    
ölüm oranı ise    ) olmak üzere model:

  
       (  )    (   )

şeklinde olup burada      kişi başı 
büyüme oranı veya içsel büyüme oranı olarak 

 (  )    başlangıç koşulu ile 
u diferansiyel denklemin çözümü değişkenlerine 

ayırarak aşağıdaki şekilde bulunur:
  
      ∫   

 
 ( )
  

 ∫     
  

   * ( )  
+   (    )
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Böylece çözüm  ( )      (    )     için 
 ( )       şeklindedir. Popülasyon zamanla üstel 
olarak büyür veya küçülür.

Şekil 2.1.Malthus' un temel teorisinin grafiksel gösterimi

Eğer      ise popülasyon üstel olarak 
gelişir ve eğer      ise popülasyon yok 
olur. Üstel büyüme sadece büyüme sınırlandırması 
olmadığı sürece gerçekçidir. Çoğu sistemler, bazı 
kapasite sınırlandırması ortaya çıkana kadar başlangıçta 
bu şekilde gelişirler. Böyle durumlarda Gompertz veya 
Lojistik büyüme modelleri daha makuldürler. 

2.2.GompertzBüyüme Modeli 
Kapasite sınırlandırmaları dikkate alındığında 

önerilen model Gompertz' in kurallarına göredir [17]. 
Modelin adı ingiliz sigortacı Benjamin Gompertz (1779
1865) tarafından adlandırılmış olup Malthusbüyüme 

çeşitli varsayımlar altında geliştirilerek 
tasarlanmıştır. Gompertz tarafından 1825' de “On the 

Mortality” adlı eserinde geliştirilen bu model [18], 
özellikle katı tümörlerin büyümesine uygulanabilirdir. 

  zamanındaki popülasyon 
 ( ) popülasyonun zamana bağlı net büyüme oranı 
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  zamanındaki popülasyon 
 ( ) popülasyonun zamana bağlı net büyüme oranı 
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 ( )   
       ( )       olmak üzere bu 

oranın çözümü:
 ( )        (   )

şeklindedir. Böylece lineer ve otonom olmayan model şu 
şekildedir;

  
    ( )                    (   )

olarak verilmiştir [16]. (2.3) diferansiyel denklemi 
değişkenlerine ayrılarak çözülüp  ( )    başlangıç 
koşulu uygulandığında çözüm;

 ( )     
    ( )

     
  
 (      ) (   )

Ayrıca modelde popülasyon boyutu olan 
 ( ) zamanla birlikteMalthus büyüme modelindeki gibi 
devamlı üstel biçimde gelişmez. Bu bağlamda   ( )
fonksiyonunun dönüm ya da büküm noktası 
(konveksliktenkonkavlığa geçtiği nokta) için (2.2) ve 

yardımıyla
   
    

 
  

  
   

 
  [  ]             

  (   )   (  )    (    )   
  ( )   değerini aldığında bu nokta 

bulunur. Dolayısıyla bu değerin (2.2) eşitliğinde yerine 
yazılmasıyla     (   )

 ve (2.4) eşitliğinde yazılması ile 
     

    
 bulunur. Böylece dönüm (büküm) noktası 

(             )  (  (
  
 )
     

    
 )şeklindedir.Ayrıca 

(2.4) denklemi göz önüne alındığında, popülasyonunun 
üreme fonksiyonu olan  ( ), büyüklük fonksiyonu
 ( )

 ( )        ( 
( )
  

) (   )

şeklinde yazılabilir. Buradan   için (2.2) 
  ( )   

 ( )     
  
 değeri elde edilir. Bu değer popülasyon 
   için yaklaşacağı değerdir. Ayrıca 

popülasyon hacminin başlangıç değerinin iki katı olan 
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   değerine ulaştığında geçen süre   olmak üzere (2.5) 
denklemindenbüyüme oranı (  )         
veböylece zaman   

 
   |

  
       |

Şekil 2.2. 2.3) denklemi için Gompertzbüyüme eğrisi

Bu model, başlangıçta yalnızca sigortacılar tarafından 
kullanılmıştır, ancak son zamanlarda biyolojik ve 
ekonomik olaylar, cep telefonu alımı ve Internet [19], 
sınırlandırılmış bir yerdeki popülasyon ve tümör 
büyüme
kullanılmaktadır [20].

2.3. Pearl-Verhulst Lojistik Modeli 
(2.1) modeli dikkate alınır ve bu denkleme 

organizmanın ürününü (popülasyon için kaynaklar) 
sınırlandırmak için besin konsantrasyonunu tanımlayan 

 unu eklendiğinde,
  
                 (   )

   ( )    ( )
şeklindedir. Ayrıca (  )     (  )    olmak üzere, 
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   değerine ulaştığında geçen süre   olmak üzere (2.5) 
denklemindenbüyüme oranı (  )         
veböylece zaman   

 
   |

  
       |
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organizmanın ürününü (popülasyon için kaynaklar) 
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 unu eklendiğinde,
  
                 (   )

   ( )    ( )
şeklindedir. Ayrıca (  )     (  )    olmak üzere, 
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(2.6) sisteminin çözümünü elde etmek için    
   

  
   

 (    )
    alındığında,

       (   )

bulunur. (2.7) eşitliğinin (2.6) sisteminin ilk 
denkleminde yerine yazılmasıyla:

  
       (  

 
  
 
) (   )

     
  
   olarak alındığında bu denklemin sağ tarafı, lojistik 

m olarak adlandırılan aşağıdaki denkleme 
dönüşür.

  
     (   

 ) (   )

(2.9) modeli; gelişim oranı ve taşıma kapasitesi 
 olan popülasyon boyutunu ifade eden otonom bir 

   olduğundabüyüme oranı 
negatiftir ve benzer biçimde   
Ayrıca (2.9) lojistik diferansiyel denklemin çözümü 
değişkenlerine ayrılarak ( )     

   (    )    
bulunur. Pozitif başlangıç koşuluyla  ( )popülasyon 
boyutu taşıma kapasitesine yaklaşır. Yani        ( )  
 

Ayrıca (2.9) denklemi için
   
    

 
  

  
   

 
  *  (  

 
 )+   ((   

 )
  
     (   

 )
  )  

   
  ((  

 
 )  

 
 )   

olacağından dönüm noktası için         
 değeri 

bulunur. Bu değerin  ( ) çözümünde yerine 
yazılmasıyla        

   |
    
  

| elde edilir. Böylece (2.9) 
lojistik diferansiyel denklemi için dönüm noktası 
(             )  (    |

    
  

|    ) şeklindedir.
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Şekil 2.3. Lojistik büyüme ve üstel büyüme eğrilerinin 

Bu denklem başlangıçta Verhuslt [22] tarafından 
nüfus dağılımı çalışmaları için geliştirildi ve denklemin 
geniş çapta ve vazgeçilmez bir şekilde kullanılması Pearl 
ve Reed [23] tarafından sağlandı.

2.4. Kemostat Modeli 
Kemostat, mikroorganizmaların gelişimini kontrol 

eden bir aygıttır. Temel olarak bu aygıt 
mikroorganizmanın çoğaldığı bir büyüme yeri ve besi 
yeri tarafından belirlenen bir biçimdedir. Kemostat' ın 
amacı, zamanındaki bir yarı sürekli mikroorganizma 

    olmak üzere sabit 
nizma hasatına izin vermektir. Bu 

aynı zamanda statiğin anlamıdır. Dolayısıyla 
''Chemostat'' adı ''chem stat
türemiştir [24].
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Şekil 2.3. Lojistik büyüme ve üstel büyüme eğrilerinin 

Bu denklem başlangıçta Verhuslt [22] tarafından 
nüfus dağılımı çalışmaları için geliştirildi ve denklemin 
geniş çapta ve vazgeçilmez bir şekilde kullanılması Pearl 
ve Reed [23] tarafından sağlandı.

2.4. Kemostat Modeli 
Kemostat, mikroorganizmaların gelişimini kontrol 

eden bir aygıttır. Temel olarak bu aygıt 
mikroorganizmanın çoğaldığı bir büyüme yeri ve besi 
yeri tarafından belirlenen bir biçimdedir. Kemostat' ın 
amacı, zamanındaki bir yarı sürekli mikroorganizma 

    olmak üzere sabit 
nizma hasatına izin vermektir. Bu 

aynı zamanda statiğin anlamıdır. Dolayısıyla 
''Chemostat'' adı ''chem stat
türemiştir [24].

Bahatdin DAŞBAŞI

Şekil 2.4. Kemostat modeli için sabit besin 
konsantrasyonuna bağlı popülasyonbüyüme eğrisi

  yerine Holling tip 2 yanıt 
 ( )      

 
    

yazılır ve rezervuardan besin giriş 
ve çıkışı ile hasat edilen mikroorganizmaların çıkışı 
dikkate alınırsa,

  
     ( )   

   
  
       ( )   

   
 
   (    )

 
  

mikroorganizma akışını,    besin miktarındaki çıkışı     
ise besin miktarındaki girişi temsil eder. 
Mikroorganizmalar, sınırsız bir konsantrasyon 
bölgesinde olmadıkları için sınırsız bir şekilde 
çoğalamazlar.  ( ) fonksiyonu bir üst limit olarak 
çoğalma oranına sahiptir ve      

     
konsantrasyonu ya da maksimum büyüme oranının 
yarısında mikroorganizmanın gelişmesi için gerekli olan 

2.5.  Allee Etkisi ve Popülasyon Büyümesi 
Arasındaki İlişkisi 

Allee etkisi, sosyal davranışlar ve hayvanların 
kümelenmesi üzerine yaptığı kapsamlı araştırmalardan 
dolayı Amerikalı zoolog Warder C. Allee için 
kullanılmaktadır. Allee etkisi, düşük popülasyon 
büyüklükleri veya yoğunluklarında olan popülasyonların 
büyümedeki düşüş veya azalan uyum (fitness) gücü 
anlamına gelir. Popülasyon boyutu ya da yoğunluğu 
düştüğünde, popülasyonun soyunun tükenmesine yol 
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açan doğum oranları azalır ve doğum için eşleşme 
bulmak çok zorlaşır.Allee etkisi, popülasyonun yok 
olmasının altında bir eşik seviyesi olduğu varsayımına 
sahip modellerde ortaya çıkar [16]. Popülasyon 
dinamiklerinin klasik görünümü, kaynakların rekabeti 
nedeniyle, bir popülasyonun daha yüksek yoğunlukta 
daha düşük bir genel büyüme oranı ve daha düşük 
yoğunlukta artan büyüme oranı yaşayacağını 
belirtmiştir. Diğer bir deyişle, bir popülasyon içindeki 
bireyler sınırlı miktarda kaynak nedeniyle daha az 
sayıda birey olduğunda daha iyi olacaktır (lojistik 
büyüme). Bununla birlikte Allee etkisi kavramı, 
popülasyon yoğunluğu düşük olduğunda, tersinin geçerli 
olduğu fikrini ortaya koymuştur [25]. 

Popülasyondaki birey başına çoğalma oranı 
popülasyon boyutunun kuadratik bir fonksiyonu 

   ( )             
(   

 )ifadesinin yerine) şeklindeki bir 
fonksiyondur. Dolayısıyla, Allee etkisiyle 
popülasyonbüyüme modeli;

  
     ( )   (           ) (    )

biçimine sahiptir. Bu modelde kullanılan       
parametreleri için

                            (    )

eşitsizlikleri sağlanır. (2.12) eşitsizlikleri dikkate 
alındığında        olacak şekildeki     
reel sayıları için  ( )

 ( )    (    )(    ) (    )

şeklinde yeniden yazılabilir. Dolayısıyla (2.11) 
           denge noktalarına sahip 

olup popülasyon orta yoğunlukta iken maksimum birey 
büyüme oranına sahiptir. Ayrıca   ( ) fonksiyonu için 
extremum değerleri bu fonksiyonun birinci türevini sıfır 
yapan değerler olacağından;
 (  ( ))
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açan doğum oranları azalır ve doğum için eşleşme 
bulmak çok zorlaşır.Allee etkisi, popülasyonun yok 
olmasının altında bir eşik seviyesi olduğu varsayımına 
sahip modellerde ortaya çıkar [16]. Popülasyon 
dinamiklerinin klasik görünümü, kaynakların rekabeti 
nedeniyle, bir popülasyonun daha yüksek yoğunlukta 
daha düşük bir genel büyüme oranı ve daha düşük 
yoğunlukta artan büyüme oranı yaşayacağını 
belirtmiştir. Diğer bir deyişle, bir popülasyon içindeki 
bireyler sınırlı miktarda kaynak nedeniyle daha az 
sayıda birey olduğunda daha iyi olacaktır (lojistik 
büyüme). Bununla birlikte Allee etkisi kavramı, 
popülasyon yoğunluğu düşük olduğunda, tersinin geçerli 
olduğu fikrini ortaya koymuştur [25]. 

Popülasyondaki birey başına çoğalma oranı 
popülasyon boyutunun kuadratik bir fonksiyonu 

   ( )             
(   

 )ifadesinin yerine) şeklindeki bir 
fonksiyondur. Dolayısıyla, Allee etkisiyle 
popülasyonbüyüme modeli;

  
     ( )   (           ) (    )

biçimine sahiptir. Bu modelde kullanılan       
parametreleri için

                            (    )

eşitsizlikleri sağlanır. (2.12) eşitsizlikleri dikkate 
alındığında        olacak şekildeki     
reel sayıları için  ( )

 ( )    (    )(    ) (    )

şeklinde yeniden yazılabilir. Dolayısıyla (2.11) 
           denge noktalarına sahip 

olup popülasyon orta yoğunlukta iken maksimum birey 
büyüme oranına sahiptir. Ayrıca   ( ) fonksiyonu için 
extremum değerleri bu fonksiyonun birinci türevini sıfır 
yapan değerler olacağından;
 (  ( ))

      
                   

Bahatdin DAŞBAŞI

denkleminin kökleri      
    √         

   

     
    √         

   

Şekil 2.5. (2.11) diferansiyel denklemi için  ( )   ( )
fonksiyonlarının grafiksel gösterimleri

Şekil 2.5 den görüleceği üzere (     )aralığında    
fonksiyonu azalan dolayısıyla 

  
     olduğundan 

dolayı   denge noktası kararlı, (     ) aralığında     
fonksiyonu artan dolayısıyla 

  
     olduğundan dolayı 

    denge noktası kararsız ve (     ) aralığında     
fonksiyonu azalan dolayısıyla 

  
     olduğundan dolayı 

    denge noktası kararlı denge noktasıdır.
Örnek olarak (2.11) denkleminde          

     olarak alındığında,
  
    (        ) (    )
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Şekil 2.6.(2.14) denklemi için faz düzlem şekli

Şekil 2.6. için ok yönleri takip edilerek    
      denge noktalarının kararlı ve       
denge noktasının kararsız denge noktası olduğu 
kolaylıkla görülebilir.

Yöntem 

odele çeşitli varsayımlar altında yeni 

denklemleri ya da bu çalışmada olduğu gibi 
kesirlimertebeli diferansiyel denklemler şeklinde ifade 
ederek modele farklı bakış açıları 
kazandırılabilmektedir. Kesirli mertebeden diferansiyel 
denklemlerde denge noktasının kararlılık bölgesi tam 
mertebeliye göre daha geniş olmasından dolayı 
parametrelere bağlı olarak göz ardı edilebilen denge 
noktalarının kararlılık bölgesiyle ilgili bazı durumlar 
hesaba katılır [26]. Ayrıca bu çalışmada önerilen 

parametreleri de eklenmiştir. Dolayısıyla Allee etkisiyle 
lojistik büyüme modelini temel alan bir popülasyon 
büyüme modeli kesirli mertebeden 
olarak verilmiştir.
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Şekil 2.6.(2.14) denklemi için faz düzlem şekli

Şekil 2.6. için ok yönleri takip edilerek    
      denge noktalarının kararlı ve       
denge noktasının kararsız denge noktası olduğu 
kolaylıkla görülebilir.

Yöntem 

odele çeşitli varsayımlar altında yeni 

denklemleri ya da bu çalışmada olduğu gibi 
kesirlimertebeli diferansiyel denklemler şeklinde ifade 
ederek modele farklı bakış açıları 
kazandırılabilmektedir. Kesirli mertebeden diferansiyel 
denklemlerde denge noktasının kararlılık bölgesi tam 
mertebeliye göre daha geniş olmasından dolayı 
parametrelere bağlı olarak göz ardı edilebilen denge 
noktalarının kararlılık bölgesiyle ilgili bazı durumlar 
hesaba katılır [26]. Ayrıca bu çalışmada önerilen 

parametreleri de eklenmiştir. Dolayısıyla Allee etkisiyle 
lojistik büyüme modelini temel alan bir popülasyon 
büyüme modeli kesirli mertebeden 
olarak verilmiştir.

Bahatdin DAŞBAŞI

 (   )zaman parametresini göstersin.  ( )
bölgedeki belirli bir türün  zamanındaki popülasyon 
boyutunu göstermek üzere Allee etkisiyle önerilen 
kesirli mertebeden diferansiyel denklem biçimindeki 
popülasyon büyüme modeli;

     ( )    (   
 ) (    )(    )    (   )

şeklindedir. Burada    –
anlamında kesirli türevi ifade etmektedir. Ayrıca   ( )
ve başlangıç koşulu  ( )    şeklindedir. (3.1) 
modelinde; popülasyonun büyüme oranı 
 ile,popülasyonun taşıma kapasitesi  ile, popülasyonun 
doğal ölüm oranı  

    ile gösterilmiştir. Dolayısıyla 

             (   )

     (   )

olarak tanımlanmıştır. (3.3) eşitsizliğinin sağlanmadığı 
durumda parametrelerin yer değişimiyle benzer durum 
elde edilir. Ayrıca  parametresi taşıma kapasitesini 
gösterdiği için 

       (   )

olarak kabul edilmiştir.

Bulgular 
Bu kısımda (3.1) de önerilen popülasyon büyüme 

modelinin denge noktaları, bu noktalarının varlıkları ve 
kararlılıkları incelenmiştir.

Önerme 4.1.(Denge Noktaları)  ̅
denge noktalarının genel halini göstersin. Bu 

     ( )   denkleminin çözümü ile bul
Dolayısıyla;  ̅ (   ̅

 ) ( ̅    )( ̅    )    ̅  
 denkleminden ilk denge noktası,

 ̅   (   )

olarak bulunur. Diğer denge noktası (ya da noktaları) ise
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 (   ̅
 ) ( ̅    )( ̅    )     (   )

denkleminin çözümü ile elde edilir. Dolayısıyla(4.2) 
denklemi düzenlenerek;

 ̅     ̅     ̅       
    (  (     ))
   ( (     )      )

    ( 
      )

(   )

olarak ifade edilen üçüncü dereceden denklem 
bulunur.(3.2) eşitsizliği dikkate alındığında;

        (   )

olduğu açıktır. (4.2) kübik denklemi için Descartes işaret 
kuralı dikkate alınsın. Bu durumda iki farklı durum ile 
köklerin varlığı analiz edilir. 

Şöyle ki;
 
        (   )

    
katsayılarının işaretleri sırasıyla     şeklinde olup 
bu kurala göre işaret değişim sayısı üçtür. Bu da poziti
kök sayısının ya 3 tane ya da 1 tane olduğu anlamına 

 –  yazılarak negatif kök sayısı benzer 
şekilde incelenir. Bu bağlamda (4.3) denkleminin 
katsayılarının işaretleri     olduğundan dolayı 
işaret değişim sayısı 0 olup negatif kök yoktur.
Dolayısıyla (4.5) eşitsizliği sağlandığı durumda (4.3) 
denkleminin ya 3 tane pozitif kökü vardır ya da 1 tane 
pozitif kökü ve 2 tane komplekskökü (eşlenik) vardır.

Şimdi de
 
        (   )

    
katsayılarının işaretleri sırasıyla     şeklindedir. 
Yine Descartes işaret kuralına göre işaret değişim sayısı 
2 olduğundan dolayıbu denklemin ya 2 tane pozitif kökü 
vardır ya da pozitif kökü yoktur. Benzer şekilde negatif 
kök sayısı için katsayıların işaretleri sırasıyla     
olduğundan işaret değişim sayısı 1 dir. Bu da negatif kök 
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 (   ̅
 ) ( ̅    )( ̅    )     (   )

denkleminin çözümü ile elde edilir. Dolayısıyla(4.2) 
denklemi düzenlenerek;

 ̅     ̅     ̅       
    (  (     ))
   ( (     )      )

    ( 
      )

(   )

olarak ifade edilen üçüncü dereceden denklem 
bulunur.(3.2) eşitsizliği dikkate alındığında;

        (   )

olduğu açıktır. (4.2) kübik denklemi için Descartes işaret 
kuralı dikkate alınsın. Bu durumda iki farklı durum ile 
köklerin varlığı analiz edilir. 

Şöyle ki;
 
        (   )

    
katsayılarının işaretleri sırasıyla     şeklinde olup 
bu kurala göre işaret değişim sayısı üçtür. Bu da poziti
kök sayısının ya 3 tane ya da 1 tane olduğu anlamına 

 –  yazılarak negatif kök sayısı benzer 
şekilde incelenir. Bu bağlamda (4.3) denkleminin 
katsayılarının işaretleri     olduğundan dolayı 
işaret değişim sayısı 0 olup negatif kök yoktur.
Dolayısıyla (4.5) eşitsizliği sağlandığı durumda (4.3) 
denkleminin ya 3 tane pozitif kökü vardır ya da 1 tane 
pozitif kökü ve 2 tane komplekskökü (eşlenik) vardır.

Şimdi de
 
        (   )

    
katsayılarının işaretleri sırasıyla     şeklindedir. 
Yine Descartes işaret kuralına göre işaret değişim sayısı 
2 olduğundan dolayıbu denklemin ya 2 tane pozitif kökü 
vardır ya da pozitif kökü yoktur. Benzer şekilde negatif 
kök sayısı için katsayıların işaretleri sırasıyla     
olduğundan işaret değişim sayısı 1 dir. Bu da negatif kök 

Bahatdin DAŞBAŞI

sayısının 1 tane olduğu anlamına gelmektedir. 
Dolayısıyla (4.6) eşitsizliği sağlandığı durumda (4.3) 
denkleminin ya 2 tane pozitif ve 1 tane negatif kökü 
vardır ya da 1 tane negatif kökü ve 2 tane kompleks kökü 
(eşlenik) vardır.

Böylece sonuç olarak aşağıdaki tablo verilebilir.

Tablo 4.1. (4.3) denkleminin köklerini varlığı ve 
işaretlerine göre (3.1) denkleminin muhtemel pozitif 
denge noktaları
Durum Pozitif köklerin varlığı  

 
      

Ya 3 tane pozitif kökü vardır ya da 1 tane pozitif 
kökü ve 2 tane kompleks köküvardır.

 
      

Ya 2 tane pozitif ve 1 tane negatif kökü vardır ya 
da 1 tane negatif kökü ve 2 tane kompleks kökü 
vardır.

Tablo 4.1. aşağıdaki gibi daha ayrıntılı olarak 
Bu bağlamda(4.3) denkleminin kökleriolan 

(3.1) modelinin pozitif denge noktaları
 ( )   ( )

 ( )  (   )(    )(    )    ( )    
 

(   )

olacak şekilde  fonksiyonlarının grafiksel olarak 
kesişimlerinden elde edilir.Dolayısıyla   
fonksiyonlarının    düzleminin birinci bölgesindeki 
kesişim sayıları (4.3) denkleminin pozitif kök sayısını 
yani (3.1)de önerilen modelin pozitif denge sayısını 
verecektir. Ayrıca (4.7) eşitliğinde tanımlanan kübik 

 ( ) mum noktaları 
  ( )
    denkleminin köklerinden elde edilir. Bundan 

dolayı   ( )  türevi
      (       )  ( (     )      )   
olup bu denklemin diskriminantı;

   *((     )   )   ( (     )      )+ (   )
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ve böylece,
   [(     )  (    )(    )] (   )

şeklindedir. (3.2) ve (3.4) eşitsizliklerinden dolayı (4.9) 
eşitliğinde tanımlanan diskriminant için   olduğu 
açıktır. Dolayısıyla  ( ) fonksiyonunun 2 farklı 
extremum noktası vardır. (4.8) eşitliği dikkate 
alındığında buextremum noktaları ise

   
((     )   )  √((     )   )   ( (     )      )

 

   
((     )   )  √((     )   )   ( (     )      )

 

(    )

           oldukları 
görülmektedir. Kübik polinomların grafikleri 
düşünüldüğünde (4.7) de tanımlanan  ( )
için yerel minimumunu     noktasında ve yerel 

    noktasında alacaktır.
durumda (4.7) eşitliğinde tanımlanan  ( )  ( )
fonksiyonları için aşağıdaki şekiller elde edilir.

Şekil 4.1.     
 
  (  )    

 olduğunda  ( )
 ( )     düzleminin birinci 

bölgesindeki kesişimlerinin      noktasında olduğunu 
gösteren grafik
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ve böylece,
   [(     )  (    )(    )] (   )

şeklindedir. (3.2) ve (3.4) eşitsizliklerinden dolayı (4.9) 
eşitliğinde tanımlanan diskriminant için   olduğu 
açıktır. Dolayısıyla  ( ) fonksiyonunun 2 farklı 
extremum noktası vardır. (4.8) eşitliği dikkate 
alındığında buextremum noktaları ise

   
((     )   )  √((     )   )   ( (     )      )

 

   
((     )   )  √((     )   )   ( (     )      )

 

(    )

           oldukları 
görülmektedir. Kübik polinomların grafikleri 
düşünüldüğünde (4.7) de tanımlanan  ( )
için yerel minimumunu     noktasında ve yerel 

    noktasında alacaktır.
durumda (4.7) eşitliğinde tanımlanan  ( )  ( )
fonksiyonları için aşağıdaki şekiller elde edilir.

Şekil 4.1.     
 
  (  )    

 olduğunda  ( )
 ( )     düzleminin birinci 

bölgesindeki kesişimlerinin      noktasında olduğunu 
gösteren grafik

Bahatdin DAŞBAŞI

Şekil 4.2.     
 
  (  )    

 olduğunda  ( )
 ( )    düzlemininbirinci 

bölgesindeki kesişimlerinin                
noktalarında olduğunu gösteren grafik

Şekil 4.3.     
 
  (  )    

 olduğunda ( )
 ( )    düzlemininbirinci 

bölgesindeki kesişimlerinin olmadığını gösteren grafik
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Şekil 4.4.     
 
  (  )    

 olduğunda ( )
 ( )    düzleminin birinci 
bölgesindeki kesişimlerinin           

noktalarında olduğunu gösteren grafik

Bu önermenin sonucu olarak aşağıdaki tablo 

Tablo 4.2. denge noktaları ve bu 
taların biyolojik varlık koşulları

Denge noktası Biyolojik varlık 
koşulu 

Denge Noktasının 
Bulunduğu Aralık 

 ̅   Her zaman vardır.
 ̅          

 
  (  )    

         
 ̅                 

 
  (  )    

 
                 

        
 ̅              

 
  (  )    

 
                
 

    extremum değerleri (4.10) denklemlerinde tanımlanmıştır.

Önerme 4.2. (Denge Noktalarının Kararlılık 
Analizi) Tablo 4.2. de gösterilen denge noktalarının 
kararlılıklarını (lokalasimtotik kararlılık) incelemek için 

  ( )
  türevi: 

  ( )
    

 (
(    )(    )(    )
  (   )(   (     ))

)   (    ) 
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Şekil 4.4.     
 
  (  )    

 olduğunda ( )
 ( )    düzleminin birinci 
bölgesindeki kesişimlerinin           

noktalarında olduğunu gösteren grafik

Bu önermenin sonucu olarak aşağıdaki tablo 

Tablo 4.2. denge noktaları ve bu 
taların biyolojik varlık koşulları

Denge noktası Biyolojik varlık 
koşulu 

Denge Noktasının 
Bulunduğu Aralık 

 ̅   Her zaman vardır.
 ̅          

 
  (  )    

         
 ̅                 

 
  (  )    

 
                 

        
 ̅              

 
  (  )    

 
                
 

    extremum değerleri (4.10) denklemlerinde tanımlanmıştır.

Önerme 4.2. (Denge Noktalarının Kararlılık 
Analizi) Tablo 4.2. de gösterilen denge noktalarının 
kararlılıklarını (lokalasimtotik kararlılık) incelemek için 

  ( )
  türevi: 

  ( )
    

 (
(    )(    )(    )
  (   )(   (     ))

)   (    ) 

Bahatdin DAŞBAŞI

şeklinde elde edilir. ̅ denge noktası için eğer 
  ( )
  |

   ̅
  ise bu nokta lokalasimtotik kararlıdır 

değilse kararsızdır [27]. Tablo 4.2. de gösterilen denge 
noktaları aşağıdaki gibi incelenir.

  ̅   denge noktası için   ( )  |
   

  (     
 
 )

olarak bulunur. Eğer      
 
 

  ( )
  |

   
  

tası kararlıdır.
 Muhtemel pozitif denge noktaları (4.7) 

eşitliğindeki  ( )   ( )
edildiği dikkate alınsın. Bu denge noktalarının 
kararlılıklarını inceleme kolaylığı açısından,  
(3.1) de tanımlanan  ( )
tanımlanan ( )  ( ) fonksiyonları cinsinden,

 ( )   ( ( )   ( )) (    )
şeklinde ifade edilir. Buradan  ( )    ( )

  
türevi yeniden hesaplanırsa;

  ( )
   ( ( )   ( ))   (  ( )    ( )) (    )

bulunur. Dolayısıyla        için      
denge noktasında (4.13)türevi dikkate alınarak 

  ( )
  |

     
 ( (   )   (   ))     (  (   )    (   )) (    )

elde edilir. Pozitif denge noktalarında 
 (   )   (   ) olduğundan dolayı  (   )  
 (   )    ( ) sabit fonksiyon olduğu için 
  (   )   olduğu (4.14) eşitliğinde dikkate 
alınmasıyla;

  ( )
  |

     
      (   ) (    )

bulunur. Denge değerlerinde      olduğu 
açıktır. Dolayısıyla   (   ) in işaretini incelemek 
pozitif denge noktalarının kararlılıklarını 
belirlemek için yeterlidir. Yani eğer   (   )   

   denge noktası kararlı   (   )      
denge noktası kararsız olarak söylenir.Şekil4.1.
4.4.den görüleceği üzere  ( )
(     )aralığında azalan (     )aralığında 
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(     ) aralığında ise azalandır. 
 ( ) fonksiyonunun azalan olduğu aralıklarda 
  (   )   ve artan olduğu aralıklarda ise 
  (   )   olduğu göz önüne alınsın.  Bu 

(     ) (     )aralıklarında 
muhtemel var olan pozitif denge noktaları 
kararlı ve (     ) aralığı için ise kararsızdır. 

Dolayısıyla Tablo 4.2. deki denge noktaları için 
aşağıdaki kararlılık tablosu elde edilir.

Tablo 4.3. (3.1) modeli için bulunan denge noktalarının 
biyolojik varlık ve kararlılık koşulları

Denge 
noktası 

Biyolojik 
varlık 
koşulu 

Denge 
Noktasının 
Bulunduğu 

Aralık 

Kararlılık 
Koşulu 

 ̅   vardır.      
 
 

 ̅     
     
 
  (  )  
  

 

           Kararlı,

 ̅  
          

     
 
  (  )  
  

 

        
         
        

   Kararlı, 
   Kararsız,
   Kararlı,

 ̅         
     
 
  (  )  
  

 

       
         
 

   Kararsız, 
   Kararlı,

    extremum değerleri (4.10) denklemlerinde 
tanımlanmıştır.
 

Sonuç 4.1. Tablo 4.3. den görüleceği üzere, sadece 1 
tane pozitif denge noktasının bulunduğu durumda bu 
pozitif denge noktası kararlı, 3 tane pozitif denge noktası 
bulunduğunda sadece büyüklük bakımından ortadaki 
denge noktası kararsız diğerleri kararlı ve 2 pozitif
denge noktası bulunduğu durumda ise büyüklük 
bakımından küçük olanı kararsız büyük olanı ise 
kararlıdır.
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(     ) aralığında ise azalandır. 
 ( ) fonksiyonunun azalan olduğu aralıklarda 
  (   )   ve artan olduğu aralıklarda ise 
  (   )   olduğu göz önüne alınsın.  Bu 

(     ) (     )aralıklarında 
muhtemel var olan pozitif denge noktaları 
kararlı ve (     ) aralığı için ise kararsızdır. 

Dolayısıyla Tablo 4.2. deki denge noktaları için 
aşağıdaki kararlılık tablosu elde edilir.

Tablo 4.3. (3.1) modeli için bulunan denge noktalarının 
biyolojik varlık ve kararlılık koşulları

Denge 
noktası 

Biyolojik 
varlık 
koşulu 

Denge 
Noktasının 
Bulunduğu 

Aralık 

Kararlılık 
Koşulu 

 ̅   vardır.      
 
 

 ̅     
     
 
  (  )  
  

 

           Kararlı,

 ̅  
          

     
 
  (  )  
  

 

        
         
        

   Kararlı, 
   Kararsız,
   Kararlı,

 ̅         
     
 
  (  )  
  

 

       
         
 

   Kararsız, 
   Kararlı,

    extremum değerleri (4.10) denklemlerinde 
tanımlanmıştır.
 

Sonuç 4.1. Tablo 4.3. den görüleceği üzere, sadece 1 
tane pozitif denge noktasının bulunduğu durumda bu 
pozitif denge noktası kararlı, 3 tane pozitif denge noktası 
bulunduğunda sadece büyüklük bakımından ortadaki 
denge noktası kararsız diğerleri kararlı ve 2 pozitif
denge noktası bulunduğu durumda ise büyüklük 
bakımından küçük olanı kararsız büyük olanı ise 
kararlıdır.

Bahatdin DAŞBAŞI

(3.1) Modeli İçin Uygulama 
Bu kısımda (3.1) de ifade edilen kesirli mertebeden 

diferansiyel denklem şeklinde olan ve quadratikAllee 
etkisiyle popülasyonbüyümesini tanımlayan 
matematiksel modelin Tablo 4.3. de özetlenen sonuçları 
bir uygulama ile desteklenmiştir. Uygulamada 
Türkiye’nin nüfus büyümesi tahmin edilmeye 
çalışılmıştır. Dolayısıyla uygulama için modelde 
kullanılan parametreler ve referansları
gösterilmiştir.

Tablo 5.1. 2017 yılları temel alındığında Türkiye 
nüfusu ile ilgili bazı veriler [28] 

Yıl Nüfus (P) 
Canlı 

doğumlar 
(B) 

Ölümler 
(D) 

Kaba 
doğum 

hızı 
   

 
  

(x10-6) 

Kaba 
ölüm 
hızı 
   

 
  

(x10-6) 

Allee etkisiyle   değeri 

(    
(    )(    )(  

 
 )
) (x10-32) 

 
değerini
n ardışık 

yıla  
göre 
 artış  
oranı 

9 yıllık sürede   değerinin değişiminin 
oranı(2008 yılı için    değeri, diğer yıllara 
göre daha düşük olduğundan dolayı dikkate 
alınmamıştır.)

10 yıllık sürede   değerinin 
değişiminin oranı (artış 
oranları çarpımı) 
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Tablo 5.2. Türkiye nüfusunun tahmini için (3.1) 
modelinde kullanılan parametrelerin dikkate alınan 
değerleri ve referansları

  değerleri için     yılı verileri temel alınmıştır. 
Ayrıca bu değerler her 10 yılda bir değişkenlik 
göstereceğinden dolayı  ğeri 10 yıl sonundaki 
değişim oranı olan          değeri ise        
ile çarpılmıştır. Bir sonraki 10 yıl için bu değişim 
oranlarının kareleri daha sonra ise küpü alınarak bu 
şekilde devam edilerek olabildiği kadar yakın sonuçlar 
bulmaya çalışılmıştır.
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Tablo 5.2. Türkiye nüfusunun tahmini için (3.1) 
modelinde kullanılan parametrelerin dikkate alınan 
değerleri ve referansları

  değerleri için     yılı verileri temel alınmıştır. 
Ayrıca bu değerler her 10 yılda bir değişkenlik 
göstereceğinden dolayı  ğeri 10 yıl sonundaki 
değişim oranı olan          değeri ise        
ile çarpılmıştır. Bir sonraki 10 yıl için bu değişim 
oranlarının kareleri daha sonra ise küpü alınarak bu 
şekilde devam edilerek olabildiği kadar yakın sonuçlar 
bulmaya çalışılmıştır.

 

Bahatdin DAŞBAŞI

Tablo 5.3. Tablo 5.2. de verilen değerler ile Tablo 4.3. de 
verilen denge noktaları ve bu noktaların kararlılıkları ile 
ilgili bazı hesaplamalar

Hesaplanan 
Değerler Tanım                                         

  

değerleri
  

    

bazı 
 
 
  
 

 (  )
     

 
  (  )  

  
 

noktasının 
varlık 
koşulu

Sağlanır. Sağlanmaz. Sağlanmaz. Sağlanmaz.

     
 
  (  )  

  
 

İki pozitif 

noktasının 
varlık 
koşulu

Sağlanmaz. Sağlanmaz. Sağlanmaz. Sağlanmaz.

     
 
  (  )  

  
 

Üç pozitif 

noktasının 
varlık 
koşulu

Sağlanmaz. Sağlanır. Sağlanır. Sağlanır.

 ̅ noktaları
    

    
    
    

    
    
    

    
    

    

     
 
 

 ̅  
 
noktasının 
kararlılık 
koşulu

Sağlanmaz. Sağlanmaz. Sağlanmaz. Sağlanmaz.

Kararlı pozitif denge 
noktaları (Sonuç 4.1. e 
göre) kararlıdır.)

   dan küçük ve 
pozitif başlangıç 
koşullarında

   
dan büyük 
başlangıç 
koşullarında

   dan küçük ve 
pozitif başlangıç 
koşullarında

   
dan büyük 
başlangıç 
koşullarında

   dan küçük 

başlangıç 
koşullarında

   dan büyük 
başlangıç 
koşullarınd

Tablo 5.3. den her bir 10 yıl için aşağıdaki eğriler elde 
edilmiştir.
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Şekil 5.1.Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2017 2026 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            noktasının 
kararlılığı

Şekil 5.2. Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2026 2035 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            noktasının 
kararlılığı
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Şekil 5.1.Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2017 2026 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            noktasının 
kararlılığı

Şekil 5.2. Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2026 2035 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            noktasının 
kararlılığı

Bahatdin DAŞBAŞI

Şekil 5.3. Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2035 044 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            noktasının 
kararlılığı

Şekil 5.4. Tablo 5.2. değerleri (3.1) denkleminde dikkate 
alındığında, 2044 2053 yılları arasında Türkiye’nin 

toplam nüfus eğrisi tahmini (            oktasının 
kararlılığı
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Tablo 5.4. Şekil 5.1 5.4 dikkate alındığında, Türkiye 
toplam nüfus tahmini için elde edilen değerler

Yıllar Nüfus Yıllar Nüfus 
2017 2036 
2018 2037 
2019 2038 
2020 2039 
2021 2040 
2022 2041 
2023 2042 
2024 2043
2025 2044
2026 2045
2027 2046 
2028 2047 
2029 2048 
2030 2049 
2031 2050 
2032 2051 
2033 2052 
2034 2053 
2035  

büyüme modellerinde, popülasyon büyüklüğünün 
zamanla taşıma kapasitesine yaklaşacağı ileri 
sürülmektedir. Bu çalışmada önerilen modelde 
popülasyon büyüklüğünün yokolduğunokta ve taşıma 
kapasitesi noktası arasında muhtemel pozitif denge 
noktalarının olacağı Allee etkisi incelenmiştir. Bu etkiyle 
önerilen modelde muhtemel pozitif denge noktalarının 
varlığı ve kararlılıkları karakterize edilmiştir. Uygulama 

2017 yıllarındaki Türkiye nüfus 
2053 yıllarındaki nüfus 

büyüklüğü tahmin edilmeye çalışılmıştır. Bunlara ek 
olarak Türkiye’nin 2008 yılı için doğurganlık oranı 2.10 
iken bu oran 2017 yılında 2.06 ya düşmüştür. Dolayısıyla 
tahmin işleminden elde edilen sonuçlar dikkate 
alındığında bu oranın azalmasıyla paralel sonuçların elde 
edildiği görülebilir.
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Tablo 5.4. Şekil 5.1 5.4 dikkate alındığında, Türkiye 
toplam nüfus tahmini için elde edilen değerler

Yıllar Nüfus Yıllar Nüfus 
2017 2036 
2018 2037 
2019 2038 
2020 2039 
2021 2040 
2022 2041 
2023 2042 
2024 2043
2025 2044
2026 2045
2027 2046 
2028 2047 
2029 2048 
2030 2049 
2031 2050 
2032 2051 
2033 2052 
2034 2053 
2035  

büyüme modellerinde, popülasyon büyüklüğünün 
zamanla taşıma kapasitesine yaklaşacağı ileri 
sürülmektedir. Bu çalışmada önerilen modelde 
popülasyon büyüklüğünün yokolduğunokta ve taşıma 
kapasitesi noktası arasında muhtemel pozitif denge 
noktalarının olacağı Allee etkisi incelenmiştir. Bu etkiyle 
önerilen modelde muhtemel pozitif denge noktalarının 
varlığı ve kararlılıkları karakterize edilmiştir. Uygulama 

2017 yıllarındaki Türkiye nüfus 
2053 yıllarındaki nüfus 

büyüklüğü tahmin edilmeye çalışılmıştır. Bunlara ek 
olarak Türkiye’nin 2008 yılı için doğurganlık oranı 2.10 
iken bu oran 2017 yılında 2.06 ya düşmüştür. Dolayısıyla 
tahmin işleminden elde edilen sonuçlar dikkate 
alındığında bu oranın azalmasıyla paralel sonuçların elde 
edildiği görülebilir.
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RİEMANN TİP q-İNTEGTAL İÇEREN  

İKİ DEĞİŞKENLİ 
q-BALÁZS-SZABADOS-KANTOROVICH  

OPERATÖRLERİNİN  
YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 
Esma YILDIZ ÖZKAN 

Giriş 
f, [0,∞) üzerinde tanımlı reel değerli sürekli bir fonksiyon olmak 
üzere, Bernstein tip rasyonel fonksiyonlar Balázs tarafından 

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥) =
1

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)
∑𝑓𝑓 ( 𝑘𝑘𝑏𝑏𝑛𝑛

)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
(𝑛𝑛𝑘𝑘) (𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)

𝑘𝑘, 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑥𝑥 ≥ 0 ve her 𝑛𝑛 ∈ ℕ için na  ve nb , 
x den bağımsız seçilmiş uygun reel sayı dizileridir. 
Balázs, 𝛼𝛼 ∈ ℝ olmak üzere |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = 𝑂𝑂(𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼) koşuluna sahip 
[0,∞) üzerinde tanımlı reel değerli her f fonksiyonu ve yeterince 
büyük n doğal sayıları için 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛−1/3 ve 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2/3 olacak 
şekilde 𝑎𝑎𝑛𝑛 ve 𝑏𝑏𝑛𝑛 dizileri, 0A   olmak üzere  0, A  kapalı aralığı 
üzerinde süreklilik modülü yardımıyla 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)| ≤ 𝑐𝑐0𝜔𝜔2𝐴𝐴(𝑛𝑛−1/3) 
üst tahminini vermiştir. Burada 𝛿𝛿 > 0 ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶[0,2𝐴𝐴] için  
𝜔𝜔2𝐴𝐴(𝛿𝛿) = lim

|𝑦𝑦−𝑥𝑥|≤𝛿𝛿,𝑥𝑥,𝑦𝑦∈[0,2𝐴𝐴]
|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)| 

ve 𝑐𝑐0, 𝛼𝛼 ve A ya bağlı bir sabittir(Balázs, 1975). 

Daha sonra Balázs ve Szabados, na  ve nb  uygun olarak seçilmiş 
diziler olmak üzere, f  düzgün sürekli bir fonksiyon ise, bu 
durumunda pozitif reel eksenin tamamı üzerinde  

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)| ≤ 2(1 + 𝑥𝑥1/2(1−𝛽𝛽))𝜔𝜔𝑓𝑓 (√
𝑥𝑥
𝑛𝑛𝛽𝛽) , 0 ≤ 𝑥𝑥 < ∞. 

ağırlıklı yaklaşım sonucunu elde etmişlerdir. Burada f, [0,∞) 
üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon 𝑛𝑛 ∈ ℕ ve 0 < 𝛽𝛽 ≤ 2

3 için 
1

na n  ve nb n , 0   ve  0,f C   için 



     
 , , 0,

supf
y x x y

f x f y


 
   

   dir. Özellikle 𝛽𝛽 = 2
3 için elde edilen 

tahmin daha iyi bir tahmindir (Balázs ve Szabados, 1982).
 

Atakut ve İspir, iki değişkenli Bernstein tip fonksiyonları 
tanımlamışlar ve bu fonksiyonlar için süreklilik modülü yardımı 
ile yaklaşım derecesi ve Voronovskaja tip teoremi vermişlerdir 
(Atakut ve İspir, 2004). 
q-Analizdeki bazı temel kavramları verelim. Bu konuyla ilgili 
detaylar (Andrews,Askey&Roy, 1999; Kac&Cheung, 2002) 
referanslı makalelerde bulunabilir. 
Negatif olmayan bir r tamsayısı için r nin q tamsayısı 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞 = {
1 − 𝑞𝑞𝑟𝑟

1 − 𝑞𝑞 , 𝑞𝑞 ≠ 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑟𝑟, 𝑞𝑞 = 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 

olarak tanımlanır. q pozitif bir reel sayı olmak üzere, 𝑟𝑟 ∈ ℕ için r 
nin q-tamsayısı, 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞 = {1 + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑞𝑟𝑟−1, 𝑞𝑞 ≠ 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑟𝑟, 𝑞𝑞 = 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

şeklinde de yazılabilir. q-faktöriyel ve q-binom katsayısı [𝑟𝑟]𝑞𝑞! ve 
[𝑛𝑛
𝑟𝑟]

𝑞𝑞
 ile gösterilir ve 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞! = {[1]𝑞𝑞[2]𝑞𝑞 … [𝑟𝑟]𝑞𝑞, 𝑟𝑟 = 1,2, … 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
1, 𝑟𝑟 = 0 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

ve 

[𝑛𝑛
𝑟𝑟]

𝑞𝑞
=

[𝑛𝑛]𝑞𝑞!
[𝑟𝑟]𝑞𝑞! [𝑛𝑛 − 𝑟𝑟]𝑞𝑞! 

şeklinde tanımlanır. 
0 < 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏  ve 0 < 𝑞𝑞 < 1 olmak üzere, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] kapalı aralığında 
tanımlı reel değerli bir f fonksiyonunun Riemann tip q- integrali  

∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑞𝑞
𝑅𝑅𝑡𝑡 = (1 − 𝑞𝑞)(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) ∑ 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑞𝑞𝑗𝑗)

∞

𝑗𝑗=0

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑞𝑞𝑗𝑗 

olarak tanımlıdır.  
q-Taylor formülü, 



     
 , , 0,

supf
y x x y

f x f y


 
   

   dir. Özellikle 𝛽𝛽 = 2
3 için elde edilen 

tahmin daha iyi bir tahmindir (Balázs ve Szabados, 1982).
 

Atakut ve İspir, iki değişkenli Bernstein tip fonksiyonları 
tanımlamışlar ve bu fonksiyonlar için süreklilik modülü yardımı 
ile yaklaşım derecesi ve Voronovskaja tip teoremi vermişlerdir 
(Atakut ve İspir, 2004). 
q-Analizdeki bazı temel kavramları verelim. Bu konuyla ilgili 
detaylar (Andrews,Askey&Roy, 1999; Kac&Cheung, 2002) 
referanslı makalelerde bulunabilir. 
Negatif olmayan bir r tamsayısı için r nin q tamsayısı 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞 = {
1 − 𝑞𝑞𝑟𝑟

1 − 𝑞𝑞 , 𝑞𝑞 ≠ 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑟𝑟, 𝑞𝑞 = 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 

olarak tanımlanır. q pozitif bir reel sayı olmak üzere, 𝑟𝑟 ∈ ℕ için r 
nin q-tamsayısı, 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞 = {1 + 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞2 + ⋯ + 𝑞𝑞𝑟𝑟−1, 𝑞𝑞 ≠ 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑟𝑟, 𝑞𝑞 = 1 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

şeklinde de yazılabilir. q-faktöriyel ve q-binom katsayısı [𝑟𝑟]𝑞𝑞! ve 
[𝑛𝑛
𝑟𝑟]

𝑞𝑞
 ile gösterilir ve 

[𝑟𝑟]𝑞𝑞! = {[1]𝑞𝑞[2]𝑞𝑞 … [𝑟𝑟]𝑞𝑞, 𝑟𝑟 = 1,2, … 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
1, 𝑟𝑟 = 0 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

ve 

[𝑛𝑛
𝑟𝑟]

𝑞𝑞
=

[𝑛𝑛]𝑞𝑞!
[𝑟𝑟]𝑞𝑞! [𝑛𝑛 − 𝑟𝑟]𝑞𝑞! 

şeklinde tanımlanır. 
0 < 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏  ve 0 < 𝑞𝑞 < 1 olmak üzere, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] kapalı aralığında 
tanımlı reel değerli bir f fonksiyonunun Riemann tip q- integrali  

∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑞𝑞
𝑅𝑅𝑡𝑡 = (1 − 𝑞𝑞)(𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) ∑ 𝑓𝑓(𝑎𝑎 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑞𝑞𝑗𝑗)

∞

𝑗𝑗=0

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑞𝑞𝑗𝑗 

olarak tanımlıdır.  
q-Taylor formülü, 

(𝑥𝑥 + 𝑎𝑎)𝑞𝑞
𝑛𝑛 = ∑ [𝑛𝑛

𝑗𝑗 ]
𝑞𝑞

𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑗𝑗−1)/2𝑎𝑎𝑗𝑗𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑗𝑗
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
 

olarak tanımlıdır. Bu formül dikkate alınarak, (𝑎𝑎𝑛𝑛) uygun bir 
reel sayı dizisi olmak üzere, 

∏(1 + 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)
𝑛𝑛−1

𝑠𝑠=0
= (𝑎𝑎𝑛𝑛)𝑛𝑛 ( 1

𝑎𝑎𝑛𝑛
, 𝑥𝑥)

𝑞𝑞

𝑛𝑛
= ∑ [𝑛𝑛

𝑗𝑗 ]
𝑞𝑞

𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑗𝑗−1)/2(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑗𝑗
𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
 

eşitliği yazılabilir. 
Balázs ve Szabados tarafından verilen rasyonel tip 
fonksiyonların tek ve iki değişkenli q-genelleştirmesi Doğru 
tarafından 𝑥𝑥 ≥ 0, 0 < 𝛽𝛽 ≤ 2

3 ve 𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑞𝑞(𝑥𝑥) = ∏ (1 + 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑥𝑥)𝑛𝑛−1
𝑠𝑠=0  olmak 

üzere 

𝑅𝑅𝑛𝑛
[𝛽𝛽](𝑓𝑓; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥)

= 1
𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑞𝑞([𝑛𝑛]𝑞𝑞

𝛽𝛽−1𝑥𝑥)
∑ 𝑞𝑞𝑘𝑘(𝑘𝑘−1)/2𝑓𝑓 (

[𝑘𝑘]𝑞𝑞

[𝑛𝑛]𝑞𝑞
𝛽𝛽)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
[𝑛𝑛
𝑘𝑘]

𝑞𝑞
([𝑛𝑛]𝑞𝑞

𝛽𝛽−1𝑥𝑥)
𝑘𝑘
 

olarak tanımlanmış(Doğru, 2006). 
Tek değişkenli Riemann tip q-integral içeren q- Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥)

= 𝑏𝑏𝑛𝑛
∏ (1 + 𝑞𝑞𝑠𝑠𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑛𝑛−1

𝑠𝑠=0
∑ 𝑞𝑞𝑗𝑗(𝑗𝑗−1)/2

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
[𝑛𝑛

𝑗𝑗 ]
𝑞𝑞

(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑗𝑗 ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑞𝑞
𝑅𝑅𝑡𝑡

[𝑗𝑗+1]𝑞𝑞
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞[𝑗𝑗]𝑞𝑞
𝑏𝑏𝑛𝑛

 

olarak tanımlıdır. Burada f, [0,∞) üzerinde tanımlı reel değerli 
sürekli bir fonksiyondur, 𝑥𝑥 ≥ 0, 𝑞𝑞 ∈ (0,1], 0 < 𝛽𝛽 ≤ 2

3 ve her 𝑛𝑛 ∈
ℕ için 𝑎𝑎𝑛𝑛 = [𝑛𝑛]𝑞𝑞

𝛽𝛽−1 ve 𝑏𝑏𝑛𝑛 = [𝑛𝑛]𝑞𝑞
𝛽𝛽 dır. 𝑅̃𝑅𝑛𝑛, lineer ve pozitif bir 

operatördür. 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛 operatörleri için aşağıdaki eşitlikler doğrudur: 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛(1; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥) = 1,          (1) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛(𝑡𝑡; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1

[2]𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑛𝑛
,         (2) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛(𝑡𝑡2; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥) =
(1−𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
)𝑞𝑞𝑥𝑥2

(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞𝑞𝑞) + ([2]𝑞𝑞+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) + 1

[3]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛2
     (3) 



𝑅̃𝑅𝑛𝑛(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥) = − 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥2

1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1
[2]𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑛𝑛

        (4) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥)

= −
(1 − 𝑞𝑞 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑞𝑞) 𝑥𝑥2 + (1 − 𝑞𝑞)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞𝑥𝑥4

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞𝑞𝑞)  

                                  + ([2]𝑞𝑞+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥

[2]𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑛𝑛
+ 1

[3]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛2
     (5) 

(Yıldız Özkan, 2018). 

İki Değişkenli Operatörün Tanımı 
Tanım 1. Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q- Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

= ∑ ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑘𝑘=0
(𝑥𝑥; 𝑞𝑞1)𝑣𝑣𝑚𝑚,𝑘𝑘(𝑦𝑦; 𝑞𝑞2)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑞𝑞2

𝑅𝑅 𝑠𝑠

[𝑘𝑘+1]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞2[𝑘𝑘]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑅𝑅 𝑡𝑡

[𝑗𝑗+1]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞1[𝑗𝑗]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

 

olarak tanımlayalım. Burada f, [0,∞) × [0,∞) üzerinde tanımlı 
reel değerli bir fonksiyon, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2 ∈ (0,1], (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ [0,∞) ×
[0,∞), 0 < 𝛽𝛽1, 𝛽𝛽2 ≤ 2

3, her 𝑛𝑛, 𝑚𝑚 ∈ ℕ için 𝑎𝑎𝑛𝑛 = [𝑛𝑛]𝑞𝑞1
𝛽𝛽1−1, 𝑏𝑏𝑛𝑛 =

[𝑛𝑛]𝑞𝑞1
𝛽𝛽1, 𝑐𝑐𝑚𝑚 = [𝑚𝑚]𝑞𝑞2

𝛽𝛽2−1 ve 𝑑𝑑𝑚𝑚 = [𝑚𝑚]𝑞𝑞2
𝛽𝛽2 olmak üzere 

𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑗𝑗(𝑥𝑥; 𝑞𝑞1) = 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑞𝑞1
𝑗𝑗(𝑗𝑗−1)(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑗𝑗

∏ (1 + 𝑞𝑞1𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑛𝑛−1
𝑠𝑠1=0

 

ve 

𝑣𝑣𝑚𝑚,𝑘𝑘(𝑦𝑦; 𝑞𝑞2) = 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑞𝑞2
𝑘𝑘(𝑘𝑘−1)(𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)𝑘𝑘

∏ (1 + 𝑞𝑞2𝑠𝑠2𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)𝑚𝑚−1
𝑠𝑠2=0

 

olarak verilir. 
Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-Szabados-
Kantorovich operatörleri tensör çarpım tip bir lineer pozitif 
operatördür. Bu nedenle bu operatörler aşağıdaki lemmada 
verildiği gibi tanımlanabilir. 
Lemma 1: Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri aşağıdaki denk olan iki ifade 
ile tanımlanabilir. 



𝑅̃𝑅𝑛𝑛(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥) = − 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥2

1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1
[2]𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑛𝑛

        (4) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞, 𝑥𝑥)

= −
(1 − 𝑞𝑞 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑞𝑞) 𝑥𝑥2 + (1 − 𝑞𝑞)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞𝑥𝑥4

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞𝑞𝑞)  

                                  + ([2]𝑞𝑞+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥

[2]𝑞𝑞 𝑏𝑏𝑛𝑛
+ 1

[3]𝑞𝑞𝑏𝑏𝑛𝑛2
     (5) 

(Yıldız Özkan, 2018). 

İki Değişkenli Operatörün Tanımı 
Tanım 1. Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q- Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

= ∑ ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑘𝑘=0
(𝑥𝑥; 𝑞𝑞1)𝑣𝑣𝑚𝑚,𝑘𝑘(𝑦𝑦; 𝑞𝑞2)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
∫ ∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑞𝑞2

𝑅𝑅 𝑠𝑠

[𝑘𝑘+1]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞2[𝑘𝑘]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑅𝑅 𝑡𝑡

[𝑗𝑗+1]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞1[𝑗𝑗]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

 

olarak tanımlayalım. Burada f, [0,∞) × [0,∞) üzerinde tanımlı 
reel değerli bir fonksiyon, 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2 ∈ (0,1], (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ [0,∞) ×
[0,∞), 0 < 𝛽𝛽1, 𝛽𝛽2 ≤ 2

3, her 𝑛𝑛, 𝑚𝑚 ∈ ℕ için 𝑎𝑎𝑛𝑛 = [𝑛𝑛]𝑞𝑞1
𝛽𝛽1−1, 𝑏𝑏𝑛𝑛 =

[𝑛𝑛]𝑞𝑞1
𝛽𝛽1, 𝑐𝑐𝑚𝑚 = [𝑚𝑚]𝑞𝑞2

𝛽𝛽2−1 ve 𝑑𝑑𝑚𝑚 = [𝑚𝑚]𝑞𝑞2
𝛽𝛽2 olmak üzere 

𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑗𝑗(𝑥𝑥; 𝑞𝑞1) = 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑞𝑞1
𝑗𝑗(𝑗𝑗−1)(𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑗𝑗

∏ (1 + 𝑞𝑞1𝑠𝑠1𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)𝑛𝑛−1
𝑠𝑠1=0

 

ve 

𝑣𝑣𝑚𝑚,𝑘𝑘(𝑦𝑦; 𝑞𝑞2) = 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑞𝑞2
𝑘𝑘(𝑘𝑘−1)(𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)𝑘𝑘

∏ (1 + 𝑞𝑞2𝑠𝑠2𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)𝑚𝑚−1
𝑠𝑠2=0

 

olarak verilir. 
Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-Szabados-
Kantorovich operatörleri tensör çarpım tip bir lineer pozitif 
operatördür. Bu nedenle bu operatörler aşağıdaki lemmada 
verildiği gibi tanımlanabilir. 
Lemma 1: Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri aşağıdaki denk olan iki ifade 
ile tanımlanabilir. 

(i) 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦): = 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑞𝑞1
𝑥𝑥 (𝑅𝑅𝑚𝑚,𝑞𝑞2

𝑦𝑦 (𝑓𝑓; 𝑦𝑦); 𝑥𝑥), 
(ii) 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦): = 𝑅̃𝑅𝑚𝑚,𝑞𝑞2

𝑦𝑦 (𝑅𝑅𝑛𝑛,𝑞𝑞1
𝑥𝑥 (𝑓𝑓; 𝑥𝑥); 𝑦𝑦). 

Burada  

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑞𝑞1
𝑥𝑥 (𝑓𝑓; 𝑥𝑥) = ∑ 𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑗𝑗(𝑥𝑥; 𝑞𝑞1)

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0
∫ 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑞𝑞1

𝑅𝑅 𝑡𝑡

[𝑗𝑗+1]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞1[𝑗𝑗]𝑞𝑞1
𝑏𝑏𝑛𝑛

, 

𝑅̃𝑅𝑚𝑚,𝑞𝑞2
𝑦𝑦 (𝑓𝑓; 𝑦𝑦) = ∑ 𝑝𝑝𝑚𝑚,𝑗𝑗(𝑦𝑦; 𝑞𝑞2)

𝑚𝑚

𝑘𝑘=0
∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑞𝑞2

𝑅𝑅 𝑠𝑠

[𝑘𝑘+1]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

𝑞𝑞2[𝑘𝑘]𝑞𝑞2
𝑏𝑏𝑛𝑛

 

şeklinde tanımlı lineer operatörlerdir. 
Lemma 2. Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörleri için aşağıdaki eşitlikler 
doğrudur: 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1,         (6) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑡𝑡; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥
1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1

[2]𝑞𝑞1 𝑏𝑏𝑛𝑛
,       (7) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑠𝑠; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦
1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦 + 1

[2]𝑞𝑞2 𝑑𝑑𝑚𝑚
,       (8) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑡𝑡2; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 
(1−𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
)𝑞𝑞1𝑥𝑥2

(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞1𝑥𝑥) + ([2]𝑞𝑞1+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) + 1

[3]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛2
       (9) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑠𝑠2; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

=
(1−𝑐𝑐𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑚𝑚
)𝑞𝑞2𝑦𝑦2

(1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)(1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑞𝑞2𝑦𝑦) + ([2]𝑞𝑞2+2)𝑦𝑦
[2]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚(1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦) + 1

[3]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚2
    (10) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = − 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥2

1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥 + 1
[2]𝑞𝑞1 𝑏𝑏𝑛𝑛

  

   (11) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑠𝑠 − 𝑦𝑦; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = − 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦2

1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦 + 1
[2]𝑞𝑞2 𝑑𝑑𝑚𝑚

,    (12) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 



−
(1 − 𝑞𝑞1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑞𝑞1) 𝑥𝑥2 + (1 − 𝑞𝑞1)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞1𝑥𝑥4

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞1𝑥𝑥)  

+ ([2]𝑞𝑞1+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥

[2]𝑞𝑞1 𝑏𝑏𝑛𝑛
+ 1

[3]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛2
      (13) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

−
(1 − 𝑞𝑞2 + 𝑐𝑐𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑞𝑞2) 𝑦𝑦2 + (1 − 𝑞𝑞2)𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦3 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑞𝑞2𝑦𝑦4

(1 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)(1 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑞𝑞2𝑦𝑦)  

+ ([2]𝑞𝑞2+2)𝑦𝑦
[2]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚(1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦) − 2𝑦𝑦

[2]𝑞𝑞2 𝑑𝑑𝑚𝑚
+ 1

[3]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚2
      (14) 

Tanımlar ve Yardımcı Teorem 

Tanım 2: D, ℝ2 de kapalı ve sınırlı bir bölge olmak üzere, 𝐶𝐶(𝐷𝐷), 
D bölgesinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların kümesi 
olsun. 𝐶𝐶(𝐷𝐷), 
‖𝑓𝑓‖ 𝐶𝐶(𝐷𝐷) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐷𝐷|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
normu ile bir Banach uzayıdır. 

Tanım 3:(𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚), 𝐶𝐶(𝐷𝐷) üzerinde bir fonksiyon dizisi olmak üzere 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞‖𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚 − 𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) 

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐼𝐼2|𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| = 0 
koşulu sağlanıyorsa, (𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚) fonksiyon dizisi 𝐷𝐷 üzerinde f ye 
düzgün yakınsaktır denir. 

Tanım 4: 𝛿𝛿1 > 0, 𝛿𝛿2 > 0 ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) olmak üzere, iki 
değişkenli fonksiyonlar için süreklilik modülü 

𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2, |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|
≤ 𝛿𝛿1, |𝑠𝑠 − 𝑦𝑦| ≤ 𝛿𝛿2} 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) ise, bu durumda 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝛿𝛿1,𝛿𝛿2→0+ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) = 0 
olduğu açıktır(Stancu, 1972). 
Tanım 5: 0 < 𝜃𝜃 ≤ 1 olmak üzere iki değişkenli fonksiyonlar 
için Lipschitz sınıfı her (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için 



−
(1 − 𝑞𝑞1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑏𝑏𝑛𝑛
𝑞𝑞1) 𝑥𝑥2 + (1 − 𝑞𝑞1)𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥3 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞1𝑥𝑥4

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑞𝑞1𝑥𝑥)  

+ ([2]𝑞𝑞1+2)𝑥𝑥
[2]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛(1+𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥

[2]𝑞𝑞1 𝑏𝑏𝑛𝑛
+ 1

[3]𝑞𝑞1𝑏𝑏𝑛𝑛2
      (13) 

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 

−
(1 − 𝑞𝑞2 + 𝑐𝑐𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑞𝑞2) 𝑦𝑦2 + (1 − 𝑞𝑞2)𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦3 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑞𝑞2𝑦𝑦4

(1 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦)(1 + 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑞𝑞2𝑦𝑦)  

+ ([2]𝑞𝑞2+2)𝑦𝑦
[2]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚(1+𝑐𝑐𝑚𝑚𝑦𝑦) − 2𝑦𝑦

[2]𝑞𝑞2 𝑑𝑑𝑚𝑚
+ 1

[3]𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑚𝑚2
      (14) 

Tanımlar ve Yardımcı Teorem 

Tanım 2: D, ℝ2 de kapalı ve sınırlı bir bölge olmak üzere, 𝐶𝐶(𝐷𝐷), 
D bölgesinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonların kümesi 
olsun. 𝐶𝐶(𝐷𝐷), 
‖𝑓𝑓‖ 𝐶𝐶(𝐷𝐷) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐷𝐷|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
normu ile bir Banach uzayıdır. 

Tanım 3:(𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚), 𝐶𝐶(𝐷𝐷) üzerinde bir fonksiyon dizisi olmak üzere 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞‖𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚 − 𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) 

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐼𝐼2|𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| = 0 
koşulu sağlanıyorsa, (𝑓𝑓𝑛𝑛,𝑚𝑚) fonksiyon dizisi 𝐷𝐷 üzerinde f ye 
düzgün yakınsaktır denir. 

Tanım 4: 𝛿𝛿1 > 0, 𝛿𝛿2 > 0 ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) olmak üzere, iki 
değişkenli fonksiyonlar için süreklilik modülü 

𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2, |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|
≤ 𝛿𝛿1, |𝑠𝑠 − 𝑦𝑦| ≤ 𝛿𝛿2} 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) ise, bu durumda 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝛿𝛿1,𝛿𝛿2→0+ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) = 0 
olduğu açıktır(Stancu, 1972). 
Tanım 5: 0 < 𝜃𝜃 ≤ 1 olmak üzere iki değişkenli fonksiyonlar 
için Lipschitz sınıfı her (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için 

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝑀𝑀(𝑓𝑓; 𝜃𝜃) = {𝑓𝑓 ∈  𝐶𝐶(𝐼𝐼2): |𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|
≤ 𝑀𝑀((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2 + (𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2)𝜃𝜃/2} 

şeklinde tanımlanır. 

İki değişkenli bir lineer pozitif operatörler dizisinin ℝ2nin kapalı 
ve sınırlı bir bölgesindeki düzgün yakınsaklığı aşağıdaki Volkov 
teoremi yardımıyla gösterilebilir: 

Volkov Teoremi(Volkov, 1957): D, ℝ2 de kapalı ve sınırlı bir 
bölge, 𝐶𝐶(𝐷𝐷), D bölgesinde tanımlı reel değerli sürekli 
fonksiyonların kümesi ve 𝐿𝐿𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑥𝑥, 𝑦𝑦), 𝐶𝐶(𝐷𝐷) üzerinde 
tanımlı bir lineer pozitif operatörler dizisi olsun. 𝑓𝑓0(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 1, 
𝑓𝑓1(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝑡𝑡, 𝑓𝑓2(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝑠𝑠 ve 𝑓𝑓3(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) = 𝑡𝑡2 + 𝑠𝑠2 olmak üzere 𝑖𝑖 =
0, 1, 2, 3 için 𝐿𝐿𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓𝑖𝑖; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) lineer pozitif operatörler dizisi D 
bölgesi bölgesi üzerinde 𝑓𝑓𝑖𝑖 fonksiyonlarına düzgün yakınsak ise, 
bu durumda her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐷𝐷) için 𝐿𝐿𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) lineer pozitif 
operatörler dizisi D bölgesi üzerinde 𝑓𝑓 fonksiyonuna düzgün 
yakınsar. 
 

İki Değişkenli Operatörün Düzgün Yakınsaklığı ve 
Yakınsama Oranı 

0 < 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚 ≤ 1 olmak üzere (𝑞𝑞1,𝑛𝑛) ve (𝑞𝑞2,𝑚𝑚) 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝑞𝑞1,𝑛𝑛 = 1, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞(𝑞𝑞1,𝑛𝑛)𝑛𝑛 = 𝑔𝑔, 0 ≤ 𝑔𝑔 < 1,    (15) 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞𝑞𝑞2,𝑚𝑚 = 1, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞(𝑞𝑞2,𝑚𝑚)𝑚𝑚 = ℎ, 0 ≤ ℎ < 1,   (16) 
koşullarını gerçekleyen diziler olsunlar. (9) ve (10) koşulları 
altında 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞
1

𝑏𝑏𝑛𝑛
= 0       (17) 

ve 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞𝑐𝑐𝑚𝑚 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞
1

𝑑𝑑𝑚𝑚
= 0.      (18) 

Teorem 1. 𝐼𝐼2 = [0, 𝐴𝐴] × [0, 𝐴𝐴], 0 < 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚 ≤ 1 olmak üzere 
(𝑞𝑞1,𝑛𝑛) ve (𝑞𝑞2,𝑚𝑚), (15) ve (16) ile verilen koşulları sağlayan 
diziler olsun. Bu durumda her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için 
𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) operatörler dizisi 𝐼𝐼2 üzerinde 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)  ye 
düzgün yakınsaktır. 



İspat. Teoremin hipotezinden elde edilen (17-18) dikkate 
alınarak, Lemma 2 (6-10) dan, her 𝑖𝑖 = 0,1,2,3 için 
𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓𝑖𝑖; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) lineer pozitif operatörler dizisi 𝐼𝐼2 
üzerinde 𝑓𝑓𝑖𝑖 fonksiyonlarına düzgün yakınsaktır. Volkov 
teoreminden ispat açıktır. 

Teorem 2: 0 < 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚 ≤ 1 olmak üzere (𝑞𝑞1,𝑛𝑛) ve (𝑞𝑞2,𝑚𝑚), (15) 
ve (16) ile verilen koşulları sağlayan diziler olsun. Bu durumda 
her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur: 

‖𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, . ) − 𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) ≤ 4𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1,𝑛𝑛, 𝛿𝛿2,𝑛𝑛). 
Burada  

𝛿𝛿1,𝑛𝑛 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 
ve 

𝛿𝛿2,𝑚𝑚 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

İspat: 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) nin monotonluğundan  
|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|, |𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|) 
                               ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) (|𝑡𝑡−𝑥𝑥|

𝛿𝛿1
) (|𝑠𝑠−𝑦𝑦|

𝛿𝛿2
)    (19) 

yazılabilir. (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚 nin lineerliği ve (19) ile verilen 
eşitsizlik dikkate alınarak 

|𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
        ≤ 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 
        ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) { 1

𝛿𝛿1𝛿𝛿2
𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥||𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

               + 1
𝛿𝛿1

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

               + 1
𝛿𝛿2

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)} 
yazılabilir. Son eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği 
uygulanırsa 

|𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
≤  𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) 

      × { 1
𝛿𝛿1𝛿𝛿2

(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1
2 



İspat. Teoremin hipotezinden elde edilen (17-18) dikkate 
alınarak, Lemma 2 (6-10) dan, her 𝑖𝑖 = 0,1,2,3 için 
𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓𝑖𝑖; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) lineer pozitif operatörler dizisi 𝐼𝐼2 
üzerinde 𝑓𝑓𝑖𝑖 fonksiyonlarına düzgün yakınsaktır. Volkov 
teoreminden ispat açıktır. 

Teorem 2: 0 < 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚 ≤ 1 olmak üzere (𝑞𝑞1,𝑛𝑛) ve (𝑞𝑞2,𝑚𝑚), (15) 
ve (16) ile verilen koşulları sağlayan diziler olsun. Bu durumda 
her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur: 

‖𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, . ) − 𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) ≤ 4𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1,𝑛𝑛, 𝛿𝛿2,𝑛𝑛). 
Burada  

𝛿𝛿1,𝑛𝑛 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 
ve 

𝛿𝛿2,𝑚𝑚 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

İspat: 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) nin monotonluğundan  
|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|, |𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|) 
                               ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) (|𝑡𝑡−𝑥𝑥|

𝛿𝛿1
) (|𝑠𝑠−𝑦𝑦|

𝛿𝛿2
)    (19) 

yazılabilir. (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚 nin lineerliği ve (19) ile verilen 
eşitsizlik dikkate alınarak 

|𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
        ≤ 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 
        ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) { 1

𝛿𝛿1𝛿𝛿2
𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥||𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

               + 1
𝛿𝛿1

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

               + 1
𝛿𝛿2

𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(|𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)} 
yazılabilir. Son eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği 
uygulanırsa 

|𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
≤  𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2) 

      × { 1
𝛿𝛿1𝛿𝛿2

(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1
2 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1
2 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

              + 1
𝛿𝛿1
(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))

1/2
 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

              + 1
𝛿𝛿2
(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))

1/2
 

              × (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

} 
elde edilir. Lemma 2 de (6), (13) ve (14) dikkate alınarak, 𝛿𝛿1:=
𝛿𝛿1,𝑛𝑛 ve 𝛿𝛿2:= 𝛿𝛿2,𝑚𝑚 seçerek ve eşitsizliğin her iki tarafının 
maksimumu alınırsa istenen sonuç elde edilir. 

Teorem 3: 0 < 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚 ≤ 1 olmak üzere (𝑞𝑞1,𝑛𝑛) ve (𝑞𝑞2,𝑚𝑚), (15) 
ve (16) ile verilen koşulları sağlayan diziler olsun. Bu durumda 
her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur: 

‖𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓; . ) − 𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) ≤ 𝑀𝑀 ((𝛿𝛿1,𝑛𝑛)
𝜃𝜃 + (𝛿𝛿2,𝑚𝑚)

𝜃𝜃). 
Burada 

𝛿𝛿1,𝑛𝑛 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 
ve 

𝛿𝛿2,𝑚𝑚 = (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

. 

İspat: 1
𝑢𝑢 +

1
𝑣𝑣 = 1 olacak şekilde 𝑢𝑢 = 2

𝜃𝜃 ve 𝑣𝑣 = 2
2−𝜃𝜃 seçilirse 

Hölder eşitsizliğinden 

|𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)| 
≤ 𝑀𝑀(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))

1/2
 

× (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

                      +𝑀𝑀(𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚((𝑠𝑠 − 𝑦𝑦)2; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 

× (𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(1; 𝑞𝑞1,𝑛𝑛, 𝑞𝑞2,𝑚𝑚, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦))
1/2

 
yazılabilir. Lemma 2 de (6), (13) ve (14) dikkate alınarak, 𝛿𝛿1:=
𝛿𝛿1,𝑛𝑛 ve 𝛿𝛿2:= 𝛿𝛿2,𝑚𝑚 seçerek ve eşitsizliğin her iki tarafının 
maksimumu alınırsa istenen sonuç elde edilir. 



Sonuç 1: Teorem 2 ve Teorem 3 de 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛿𝛿1,𝑛𝑛 = 0 ve 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞𝛿𝛿2,𝑚𝑚 = 0  
sağlanır. Dolayısıyla 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1,𝑛𝑛, 𝛿𝛿2,𝑛𝑛) = 0 
dır. 

Sonuç olarak, Teorem 2 ve Teorem 3, 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚 operatörlerinin 
yakınsama oranını verir. 
Genelleştirilmiş Boolean Toplam Operatörlerinin 
Tanımlanması Ve Yakınsama Oranı 
Tanım 6: X Y ℝ nin kompakt iki alt kümesi, 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 → ℝ

(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 için
∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦0) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)

+𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)
ile gösterilsin. Eğer 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦] = 0

f (𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 noktasında Bögel 
süreklidir denir ve bu kısaca “f B süreklidir” diye ifade 

𝐴𝐴 ⊆ ℝ2 olsun. Eğer her (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (𝑡𝑡, 𝑠𝑠) ∈ 𝐴𝐴 için 
|∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦]| ≤ 𝑀𝑀
olacak şekilde bir 𝑀𝑀 > 0 f A
üzerinde Bögel sınırlıdır denir ve bu kısaca “f B sınırlıdır” 

(Bögel, 1934;1935).
Eğer 𝐴𝐴 ⊆ ℝ2 kompakt bir alt küme ise, bu durumda her B
sürekli fonksiyon B sınırlıdır. A kümesinden ℝ ye tanımlı tüm 
sürekli (veya sınırlı) fonksiyonların sınıfını C(A) B(A)
ile gösterelim. C(A) B(A)
‖𝑓𝑓‖∞ = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐴𝐴}
normuyla bir Banach uzayıdır. 𝐶𝐶(𝐴𝐴) ⊆ 𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐴𝐴) dır. 
𝑟𝑟 > 0 olmak üzere, 𝐼𝐼 = [0, 𝑟𝑟] 𝐼𝐼2 = 𝐼𝐼 × 𝐼𝐼 𝐶𝐶(𝐼𝐼2), 𝐼𝐼2

üzerinde sürekli, reel değerli fonksiyonların sınıfı olsun. Her 
𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için
‖𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2} 𝐶𝐶(𝐼𝐼2)
üzerinde tanımlı normdur.



Sonuç 1: Teorem 2 ve Teorem 3 de 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛿𝛿1,𝑛𝑛 = 0 ve 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑚𝑚→∞𝛿𝛿2,𝑚𝑚 = 0  
sağlanır. Dolayısıyla 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛,𝑚𝑚→∞𝜔𝜔(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1,𝑛𝑛, 𝛿𝛿2,𝑛𝑛) = 0 
dır. 

Sonuç olarak, Teorem 2 ve Teorem 3, 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚 operatörlerinin 
yakınsama oranını verir. 
Genelleştirilmiş Boolean Toplam Operatörlerinin 
Tanımlanması Ve Yakınsama Oranı 
Tanım 6: X Y ℝ nin kompakt iki alt kümesi, 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 → ℝ

(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 için
∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦] = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦0) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦)

+𝑓𝑓(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0)
ile gösterilsin. Eğer 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥,𝑦𝑦)→(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦] = 0

f (𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 noktasında Bögel 
süreklidir denir ve bu kısaca “f B süreklidir” diye ifade 

𝐴𝐴 ⊆ ℝ2 olsun. Eğer her (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (𝑡𝑡, 𝑠𝑠) ∈ 𝐴𝐴 için 
|∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦]| ≤ 𝑀𝑀
olacak şekilde bir 𝑀𝑀 > 0 f A
üzerinde Bögel sınırlıdır denir ve bu kısaca “f B sınırlıdır” 

(Bögel, 1934;1935).
Eğer 𝐴𝐴 ⊆ ℝ2 kompakt bir alt küme ise, bu durumda her B
sürekli fonksiyon B sınırlıdır. A kümesinden ℝ ye tanımlı tüm 
sürekli (veya sınırlı) fonksiyonların sınıfını C(A) B(A)
ile gösterelim. C(A) B(A)
‖𝑓𝑓‖∞ = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐴𝐴}
normuyla bir Banach uzayıdır. 𝐶𝐶(𝐴𝐴) ⊆ 𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐴𝐴) dır. 
𝑟𝑟 > 0 olmak üzere, 𝐼𝐼 = [0, 𝑟𝑟] 𝐼𝐼2 = 𝐼𝐼 × 𝐼𝐼 𝐶𝐶(𝐼𝐼2), 𝐼𝐼2

üzerinde sürekli, reel değerli fonksiyonların sınıfı olsun. Her 
𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝐼𝐼2) için
‖𝑓𝑓‖𝐶𝐶(𝐼𝐼2) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|: (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2} 𝐶𝐶(𝐼𝐼2)
üzerinde tanımlı normdur.

Tanım 7: Riemann tip q-integral içeren iki değişkenli q-Balázs-
Szabados-Kantorovich operatörlerinw ait genelleştirilmiş 
Boolean toplam operatörü her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐼𝐼2) için 

𝐵𝐵𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)
≔ 𝑅̃𝑅𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑠𝑠) − 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

olarak tanımlanır. 

Tanım 8: 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐼𝐼2) f nin karışık düzgünlük modülü 
𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2 ∈ (0, ∞) (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için
𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2)

≔ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{|∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦]|: |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|
≤ 𝛿𝛿1, |𝑠𝑠 − 𝑦𝑦| ≤ 𝛿𝛿2}

olarak tanımlıdır.
𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 > 0 olmak üzere, karışık düzgünlük modülü
𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝜆𝜆1𝛿𝛿1, 𝜆𝜆2𝛿𝛿2) ≤ (1 + 𝜆𝜆1)(1 + 𝜆𝜆2)𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2)

eşitsizliğini sağlar.
Tanım 9: (𝑡𝑡, 𝑠𝑠), (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2, 0 < 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2 ≤ 1 𝑓𝑓 ∈
𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐼𝐼2) için 
|∆(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑓𝑓[𝑡𝑡, 𝑠𝑠; 𝑥𝑥, 𝑦𝑦]| ≤ 𝑀𝑀|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|𝜃𝜃1|𝑠𝑠 − 𝑦𝑦|𝜃𝜃2

eşitsizliği sağlanıyorsa f B sürekli fonksiyonlar için 
Lipschitz sınıfı denir ve bu kısaca “𝑓𝑓 ∈ 𝐵𝐵 − 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝑀𝑀(𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) “ ile 
gösterilir.
Sonuç 2: Eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝑏𝑏(𝐼𝐼2) (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝐼𝐼2 için 

|𝐵𝐵𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|
≤ 4𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1,𝑛𝑛, 𝛿𝛿2,𝑚𝑚)

 |𝐵𝐵𝑛𝑛,𝑚𝑚(𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑠𝑠); 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)|
≤ 𝑀𝑀(𝛿𝛿1,𝑛𝑛)𝜃𝜃1(𝛿𝛿2,𝑚𝑚)𝜃𝜃2, 0 < 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2 ≤ 1
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RİEMANN TİP q-İNTEGTAL İÇEREN  

İKİ DEĞİŞKENLİ 
q-BALÁZS-SZABADOS-KANTOROVICH  

OPERATÖRLERİNİN  
YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 
Esma YILDIZ ÖZKAN 

Giriş 
f, [0,∞) üzerinde tanımlı reel değerli sürekli bir fonksiyon olmak 
üzere, Bernstein tip rasyonel fonksiyonlar Balázs tarafından 

𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥) =
1

(1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)
∑𝑓𝑓 ( 𝑘𝑘𝑏𝑏𝑛𝑛

)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0
(𝑛𝑛𝑘𝑘) (𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥)

𝑘𝑘, 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑥𝑥 ≥ 0 ve her 𝑛𝑛 ∈ ℕ için na  ve nb , 
x den bağımsız seçilmiş uygun reel sayı dizileridir. 
Balázs, 𝛼𝛼 ∈ ℝ olmak üzere |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = 𝑂𝑂(𝑒𝑒𝛼𝛼𝛼𝛼) koşuluna sahip 
[0,∞) üzerinde tanımlı reel değerli her f fonksiyonu ve yeterince 
büyük n doğal sayıları için 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑛𝑛−1/3 ve 𝑏𝑏𝑛𝑛 = 𝑛𝑛2/3 olacak 
şekilde 𝑎𝑎𝑛𝑛 ve 𝑏𝑏𝑛𝑛 dizileri, 0A   olmak üzere  0, A  kapalı aralığı 
üzerinde süreklilik modülü yardımıyla 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)| ≤ 𝑐𝑐0𝜔𝜔2𝐴𝐴(𝑛𝑛−1/3) 
üst tahminini vermiştir. Burada 𝛿𝛿 > 0 ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶[0,2𝐴𝐴] için  
𝜔𝜔2𝐴𝐴(𝛿𝛿) = lim

|𝑦𝑦−𝑥𝑥|≤𝛿𝛿,𝑥𝑥,𝑦𝑦∈[0,2𝐴𝐴]
|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑦𝑦)| 

ve 𝑐𝑐0, 𝛼𝛼 ve A ya bağlı bir sabittir(Balázs, 1975). 

Daha sonra Balázs ve Szabados, na  ve nb  uygun olarak seçilmiş 
diziler olmak üzere, f  düzgün sürekli bir fonksiyon ise, bu 
durumunda pozitif reel eksenin tamamı üzerinde  

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)| ≤ 2(1 + 𝑥𝑥1/2(1−𝛽𝛽))𝜔𝜔𝑓𝑓 (√
𝑥𝑥
𝑛𝑛𝛽𝛽) , 0 ≤ 𝑥𝑥 < ∞. 

ağırlıklı yaklaşım sonucunu elde etmişlerdir. Burada f, [0,∞) 
üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon 𝑛𝑛 ∈ ℕ ve 0 < 𝛽𝛽 ≤ 2

3 için 
1

na n  ve nb n , 0   ve  0,f C   için 
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1. Giriş 
“Kötü modeller ile iyi bilim yapılamaz.” ifadesinin 

açıkça belirttiği üzere; mevcut en iyi model, bize en iyi 
sonucu veren yani en güvenilir, tekrarlanabilir ve en 

ir. Basit ve karmaşık modeller, sadece 
eldeki hedefe bağlı olarak değerlidir. Basit modeller 
genellikle daha tekrarlanabilirdir ve amaç basit bir şey 
bulmak olduğunda daha uygundurlar. Bir çok bilimin 
yeniden üretildiği bir alanda, düzenleyici toksikoloji için 
pek çok sonuç yayınlanamamıştır; ancak tüketicilerin ve 
hastaların güvenliği için, aynı zamanda bir ürünün 
kaderi için önemli kararlar alınmakta ve bunun için çaba 
gösterilmektedir. Çoğu klinik öncesi araştırmada 
yapıldığı gibi yanlış sonuçların unutulması zamana 
bırakılamaz. Resmi doğrulama, belirli bir amaç için 
güvenilirliği ve uygunluğu sağlamak için temel araçtır. 
İyi modeller, başarılı doğrulama için ve anlamlı sonuçlar 
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elde etmek için doğrulamadan önceki başlangıç 
noktasıdır.

İnsan hücre kültürleri gittikçe daha fazla araştırma ve 
klinik öncesi ilaç geliştirme aracı haline gelmektedir. 
Araştırmacıların sayısı sürekli artarken, kullanılan 
hayvan sayısı ABD ve İngiltere İstatistiklerine göre 2000 
yılına kadar yaklaşık % 50 oranında güçlü bir şekilde 
düşmüştür. Avrupa'da son on yıl içinde artan yatırımlara 
rağmen ilaç geliştirme, aynı zamanda hayvan 
kullanımında % 30 düşüşü sağlamıştır. Bu durum, yaşam 
bilimlerinin stratejik, ilerici, daha az kaynakla ve sınırlı 
alanlarının yeni yaklaşımlara yönelmekte olduğunu 
ortaya koymaktadır (Rovida ve ark., 2015). Hücre 
kültürleri ile çalışmayı sağlayan ve hücreleri muhafaza 
etmeye yönelik teknolojilerin geliştirilmesi ve 
maddelerin test edilmesinde kullanımı, 20. yüzyıl 
boyunca sürekli olarak gelişmiştir. Özellikle, insan kök 
hücreleri ve ilgili farklılaşma protokolleri mevcut son 
haline gelene kadar, yüksek kaliteli insan hücrelerine 
erişim çok sınırlıydı. Kök hücre teknolojileri, toksikoloji 
dahil tüm yaşam bilimlerini güçlü bir şekilde 

Dick ve ark., 2015). Hücre 
teknolojileri ve biyomühendislik alanındaki ilerlemeler 
gün geçtikçe hızlanmakta ve kombinasyon halinde eski 
teknolojinin yerini alan ve endüstriyi sarsan bir sinerji 
etkisi yaratmaktır (Marx ve ark., 2016).

Yüzyıl için toksikoloji alanını 
modernize etme çabalarında, in vitro yaklaşımlara çok 
güvenilmektedir (Hartung ve Leist, 2008; Leist ve ark., 
2008; Hartung, 2009). Hücre kültürü sistemleri, uzun 
zamandan beri mevcut olan modellerin sayısına ve 
özelliklerine rağmen, diğer biyomedikal bilimlere göre 
toksikolojik disiplinlere daha sonra girmiştir. 1981'de, 

1979 yıllarını kapsayan 51 bilimsel derginin 
taranması sonucunda, deneysel bir model olarak hücre 
kültürlerini kullanan sadece 300 makale bulunmuştur 

Stammati ve ark., 1981). Bu araştırma 
sonucunda, hücre kültürü sistemlerinin toksikolojik 
araştırmalar için gerçek uygunluğu veya en azından en 
karlı ve güvenilir kullanımları konusunda birçok 
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sorunun hala devam ettiği ortaya çıkarılmıştır (Zucco
1980). Bu yaklaşım, daha sonraki yıllarda ortaya çıkmış 
olan diğer değerlendirmelerin de gösterdiği gibi, daha 
fazla ilgi gösterilmiş ve seçkin kurumlar tarafından bir 
dizi toplantı yapılmışsa da çok hızlı bir şekilde 
gelişememiştir (Rees, 1980; Dexter, 

Gerçekten de, 1980'lerin ortalarına kadar hücre 
kültürü teknolojisi, Avrupa Komisyonu tarafından 
finanse edilen bir çalışmada belirtildiği gibi, toksikolojik 
araştırmalarda henüz yaygın olarak kullanılmamıştır 
(Ryan ve McSweeney, 1986). Bu gözlem, Grisham ve 
Smith'in (1984) ifadesiyle, “kimyasal toksisite analizi için 
memeli hücre kültürü sistemlerinin tam potansiyelinin 
henüz pratikte gerçekleştirilmediği” şeklinde kabul 
edilmiştir. 1980'lerin ikinci yarısı, bu deneysel modelin 
toksikolojide yaygın olarak kullanılmaya başlandığı ve 
bu yıldan beri bir disiplin olarak “in vitro toksikoloji” nin 
teorik ve pratik çerçevesinin geliştirildiği yıllar olmuştur. 
Bu yeni doğmuş araştırma alanının yakın tarihi, Av
İn vitro Toksikoloji Derneği (Zucco ve Vignoli, 1998) 
adına hazırlanan Avrupa Komisyonu raporunda 
belirtilmiştir. Bu raporda, in vitro in vivo
tartışmalar dahil  kurumsal, düzenleyici, toplumsal ve 
etik yönler açıklanmıştır.

tammati ve ekibinin 1981’de yayınladığı 
derlemede  çalışmanın bazı genel özelliklerine göre, 
literatürden elde edilen makaleleri gruplandırmak için 
üç alan belirlenmiştir. Bunlar; genel toksikoloji 
incelemeleri, hücrelere özgü toksikoloji araştırmaları ve 
metabolik araştırmalardır. Günümüzde, alanın evrimi 
nedeniyle eski kriterlere uymak imkansızdır. Artık bu 
deneysel sistemlerin sunduğu avantajları ve fırsatları 
sorgulamak, daha çok toksikolojik araştırmalarda 
kullanmak için sürekli ilerlemeleri takip etme

Bu derlemenin amacı, alanda kaydedilen büyük 

teknolojik yeniliklerle değil, aynı zamanda: (a) hücre 
kültürü tekniklerinin toksikolojik deneylerin 
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ihtiyaçlarına uyarlanmasına (b) in vitro in vivo
doğrulama prosedürlerinde güçlü bir taahhüt 
sağlanmasına, (c) hücresel ve moleküler toksisite 
mekanizmalarının araştırılmasına yönelik yenilikçi bir 
yaklaşım sağlamaktır. 

2. Sitotoksisite 
Sitotoksisite genel olarak, hücrenin bir sitotoksin 

tarafından öldürülmesi ve analizlerle birlikte bunun 
yansıtılmasıdır. Sitotoksisite değerlendirilmesinde; 
hücresel mekanizmalardaki farklılıklar, farklılıklardan 
doğan çıktılar ve farklılıkla meydana gele
sonucunun değerlendirilmesi gibi yaklaşımlar vardır 
(Freshney, 1994). Hayvanlar üzerinde yapılan deneyleri 
azaltma isteği ve ekonomik gerekçeler sebebiyle in vitro
analizlere gereksinim duyulmuştur. Bu sebeple de 
toksinlere karşı oluşturulan hücresel yanıtlar 
incelenmeye ve türe en uygun yanıtı veren deney 
planları yapılmaya başlanmıştır. Sitotoksinlerin geri 
dönüşü olan veya olmayan etkileri olabilir. Ayrıca bu 
etkiler hemen veya birkaç haftada ortaya çıkabilir. 
Sitotoksin çeşitleri şunlardır: 

Hızlı bir şekilde fizyokimyasal hasarlar ile 
birlikte canlılık kaybına neden olan sitotoksinler, 
Bir saat veya daha uzun bir süre boyunca 
metabolizma üzerinde hafif ama ilerleyici bir 
etkiye sahip olabilen çevresel veya farmasötik 

Potansiyel üreme kaybı meydana getiren 

2.1. Yanıt Çeşitleri  
kimyasal hasara maruz kalan hücreler 

genellikle; sızma, hücre içi organellerin parçalanması ve 
esas olarak lizozomlardan salınan otolitik enzimlerin 
salınması sonucu nekrozla ölebilirler. Ancak aynı 
zamanda hücreler, spesifik fizyolojik sinyallere yanıt 
olarak programlanmış hücre ölümü (apoptoz) 
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sonucunda da ölebilirler (Wyllie, 1993). Bu sinyaller, 
hücre içi DNA hasarına yanıt olarak veya hücre dışı doku 
gelişimi ve hücre popülasyon büyüklüğünde gerekli olan 
homeostazı sağlayan parakrin faktörlerine yanıt olarak 

gerçekleşen bir hücre ölümü ile sonuçlanmaz. Hücreler 
herhangi bir canlılık kaybı göstermeksizin metaboli
değişimlere uğrayabilir veya hücre döngüsünü 
durdurabilir. Bu, sitostatik bir yanıttır ve genellikle geri 
dönüşlüdür. Besin veya büyüme faktörü yoksunluğundan 
veya negatif bir büyüme düzenleyicisinin varlığından 
kaynaklanır. Hücreler apoptozise, yaşlanma
farklılaşmaya indüklendiğinde geri dönüşsüzdür. 
Gözlemlenebilir etkiler çoğunlukla sınıflandırılması zor 
olan iltihap veya tahriş ile ilişkili sistemik hücresel 
yanıtlardır. Genellikle geri dönüşümlü olan bu etkiler, 
doku hasarı, çevresel alerjenler veya farmasötik 
bileşikler ve kozmetikler tarafından, hücre içi veya hücre 
yüzeyi reseptörlerinin aktivasyonuna neden olur. 
Ardından hücreler tarafından bir veya daha fazla sitokin, 

açan bir sinyal kaskadı tarafından başlatılır. Yapılmasına 
ihtiyaç duyulan testlerin büyük bir kısmını temsil 
etmelerine rağmen, henüz geçerli in vitro test sayısı 
oldukça azdır. 

Uç noktalarda bariz farklılıklar olmasına rağmen 
arasında 

net bir sınır yoktur. Potansiyel olarak, çevresel 
değişimlere verilen yanıtlar, fenotipik değişimlere ve 
genotoksik hasara varan katastrofik canlılık kaybına 
kadar çok geniş aralıkta olabilmektedir. Bu geniş aralığı 
dikkate aldığımızda, tüm hücreler için tamamen ortak 
olan bir sitotoksisite testi olamayacağı fark edilmektedir. 
Sitosidal ve sitostatik etkileri belirlemek için çok sayıda 
test vardır. Sitotoksisiteyi araştırmak isteyen birçok 
grup, ilk olarak yeni bir deney yöntemi geliştirmeye 
çalışmaktadır. Ancak bu tip bir yaklaşıma gerek yoktur. 
Kullanılan testlerin fazlalığı, farklı grupların sonuçları ile 
karşılaştırma konusunda zorluk çıkarmaktadır (Eliason, 
1993). Aynı zamanda doğrulama sürecini ve herkes 
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tarafından kabul görme sürecini yavaşlatmaktadır. Bu 
sebeple yeni test yöntemi geliştirmeyi denemeden önce 
mevcut testlerin gereksinimi karşılaması durumu göz 
önünde bulundurulmalıdır (Wilson, 1992). Sitotoksisite 
deneyleri genellikle belirli kategorilere ayrılır ve 
çalışmanın gereksinimlerine göre seçilidir. 

2.2. Sitotoksisite Yönteminin Hedefleri  
Sitotoksisite yöntemine yönelik iki ana yaklaşım 

vardır: birincisi, sitotoksisite bulgularının olumsuzu 
bildirme etkisi (evsel su kaynağının kirlenmesinin veya 
kozmetiklerin kalite güvencesinde kullanılması gibi); 
diğeri, seçici toksisite değerlendirmesi olarak olumlu 
yönde bildirme etkisidir (anti kanser ilaçlarının 
geliştirilmesinde kullanılması gibi). Bu yaklaşımlar için 
kullanılan yöntemler en yüksek hassasiyette olmalıdır. 
Örneğin, testin yanlış negatiflerden arınması için 
hücreler uygulanan maddeye uzun süre maruz 
bırakılmalı, daha sonraki testlerde yanlış pozitiflerden 
kaçınmak için mikrotitrasyon, kısa bir maruziyetten 
sonra klonlama ya da yeterli iyileşme süresi gibi daha 
koruyucu yöntemler 

Yöntemlerin kullanılma nedenlerinden biri de 
bileşiklerin aktivitelerinin; büyüme kinetiklerine, 
geçirgenliklere ve fenotipe olan etkilerinin 
belirlenmesinde hücre biyolojisiyle ilişki kurarak 
yorumlamaktır. 

bileşiklerde toksisite meydana getirebilmektedir. Yani, 
yeni olan bir sitotoksik ilacın başka bir ilaçla birleşerek 
etkisinin artabileceği ya da azalabileceği durumlar göz 
önünde bulundurulmalıdır (Larsson ve ark., 1993). 
Hücre kültürü toksik etkileri ölçmenin yanı sıra, 
antikanser ilaçlara direnç mekanizmalarının saptanması 
için de yaygın olarak kullanılmaktadır (Harrison, 1995). 

in vitro yöntem ile elde edilen direnç derecesi, 
klinik olarak geliştirilenden çoğu zaman daha fazladır. 
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3. Avantajlar ve Sınırlamalar 

3.1. In Vitro Yöntemin Avantajları  
In vitro

alanları; özgün doku özelliklerinin, hücre hücre 
etkileşimlerinin ve genel anlamda in vivo ortamın simüle 
edilmesidir. Ayrıca, hedef organlarda gerçekleşen 
spesifik toksik etkilere bağlı olan aşamaların, in vitro
sonuçlarının belirlenmesi de çok ümit vericidir. 
Günümüzde organotoksisite değerlendirmesi için in vitro
sistemler birçok organ ve doku için geliştirilmiştir. Bu 
sistemler arasında öngörü değeri en yüksek olanlar: 
nefrotoksik (Pfaller ve Gstraunthaler, 1998), nörotoksik 

Her durumda, farklı hiyerarşik sıralama ile izole edilmiş 
perfüze organlar, doku dilimleri, birincil hücre kültürleri, 
hücre hatları ve hücre içi fraksiyonlar gibi farklı tipte 
preparatlar kullanılabilir (Spielmann ve ark., 1998). 

şları tarafından 2002 yılında yapılan bir 
araştırmada geçmiş ve günümüzde yapılan teknikler 
karşılaştırılmıştır, in vivo karmaşıklığa çözüm olarak in 
vitro yeniden yapılandırma konusunda geliştirilien 
yöntemler vurgulanmıştır (Carere ve ark., 2002).

In vitro
fizyolojik ortamın dikkatli bir şekilde kontrol edilmesini 
ve karakterize edilen hücre suşlarının kullanıldığı 
örneklemeler ile tekrarlanabilir olmasını sağlar. Bu 
durum istatistiksel analizi kolaylaştırır 
tekrarlama sayısını azaltır. İlaç konsantrasyonu ve 
maruz kalma süresi (Konsantrasyon x Zaman), sık sık 
değiştirilen veya perfüze edilen kültürün değişmez veya 
metabolik olarak kararsız bileşikleri için bile in vivo’dan 
daha doğru şekilde kontro In vitro
genellikle göreceli olarak daha avantajlıdır. Analizleri 
kolaydır, özellikle mikrotitrasyon sistemleri ile sarf ve 
işçilik maliyetleri düşüktür. 
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In vitro modellerin bir başka önemli ve iyi bilinen 
avantajı, toksikolojik risk değerlendirmesi için daha 
kapsamlı ve güvenilir verilerin üretilmesine yardımcı 
olabilmesidir. Gerçekçi bir yaklaşıma göre, tüm hedef 
organlar için onaylanmış toksisite test sistemlerine sahip 
olması en büyük yararı sağlamaktadır (Eisenbrand ve 

02). Hücre kültürü tekniklerinin son 
zamanlardaki gelişimi, hücre hatlarının toksikolojide 
kullanımını yaygınlaştırmaktadır.

Hayvan organizmalarındaki in vivo durumdan farklı 
olarak, kullanılan hücre hatlarının çoğunun, gelişim, 
farklılaşma ve yaşlanmanın tüm aşamalarında in vitro
gerçekleştirilemediğini ve “Peter Pan” gibi, sonsuza 
kadar genç kalacağını unutmamak önemlidir (Tiffany
Castiglioni ve ark., 1999). Akılda tutulması gereken 
önemli bir nokta da, hücre hatları kullanımının normal 

ı olduğudur. Hücreler "normal" 
karakterlerini ifade edebilecek, iyi ve güvenilir in vitro
modelleri temsil edebilmelerine rağmen, hızlı ve kolay 
bir şekilde kültür yapılabilmeleri, tek tercih sebebi 

in vitro olarak en çok kullanılan 
modeller hala hücre hatlarıdır. Ancak, bu çalışmalara ek 

in vitro hücresel sistemler şu şekildedir: 
birincil hücreler, genetik olarak değiştirilmiş hücreler, 
ölümsüzleştirilmiş hücreler, kök hücreler, farklılaşmış 
hücreler ve/veya farklılaşma aşamaları, farklı hücre 
tiplerinin ortak kültürleri, üç boyutlu kültürler, bariyer 
sistemleri. Toksikolojik açıdan bakıldığında, hepsi aynı 
düzeyde gelişmeye ve yararlılığa ulaşmamıştır.  

3.2. In Vitro Yöntemin Sınırlamaları  
Hücre kültüründe konstantrasyon ve zaman 

özellikleri standartlaştırabilirken, emilim, dağılım, 
bağlanma, metabolizma ve atılımın in vivo
farmakokinetiğini taklit etmek zordur. In vitro yöntemde 
metabolik stabilite sadece hedef hücrelerin aktivitesine 
bağlıyken in vivo sistemik dağılımda birçok farklı 
dokunun etkisi olmaktadır. Özellikle, karaciğer enzimleri 



Fen Bilimleri ve Matematik Alanında Yenilikçi Yaklaşımlar

In vitro modellerin bir başka önemli ve iyi bilinen 
avantajı, toksikolojik risk değerlendirmesi için daha 
kapsamlı ve güvenilir verilerin üretilmesine yardımcı 
olabilmesidir. Gerçekçi bir yaklaşıma göre, tüm hedef 
organlar için onaylanmış toksisite test sistemlerine sahip 
olması en büyük yararı sağlamaktadır (Eisenbrand ve 

02). Hücre kültürü tekniklerinin son 
zamanlardaki gelişimi, hücre hatlarının toksikolojide 
kullanımını yaygınlaştırmaktadır.

Hayvan organizmalarındaki in vivo durumdan farklı 
olarak, kullanılan hücre hatlarının çoğunun, gelişim, 
farklılaşma ve yaşlanmanın tüm aşamalarında in vitro
gerçekleştirilemediğini ve “Peter Pan” gibi, sonsuza 
kadar genç kalacağını unutmamak önemlidir (Tiffany
Castiglioni ve ark., 1999). Akılda tutulması gereken 
önemli bir nokta da, hücre hatları kullanımının normal 

ı olduğudur. Hücreler "normal" 
karakterlerini ifade edebilecek, iyi ve güvenilir in vitro
modelleri temsil edebilmelerine rağmen, hızlı ve kolay 
bir şekilde kültür yapılabilmeleri, tek tercih sebebi 

in vitro olarak en çok kullanılan 
modeller hala hücre hatlarıdır. Ancak, bu çalışmalara ek 

in vitro hücresel sistemler şu şekildedir: 
birincil hücreler, genetik olarak değiştirilmiş hücreler, 
ölümsüzleştirilmiş hücreler, kök hücreler, farklılaşmış 
hücreler ve/veya farklılaşma aşamaları, farklı hücre 
tiplerinin ortak kültürleri, üç boyutlu kültürler, bariyer 
sistemleri. Toksikolojik açıdan bakıldığında, hepsi aynı 
düzeyde gelişmeye ve yararlılığa ulaşmamıştır.  

3.2. In Vitro Yöntemin Sınırlamaları  
Hücre kültüründe konstantrasyon ve zaman 

özellikleri standartlaştırabilirken, emilim, dağılım, 
bağlanma, metabolizma ve atılımın in vivo
farmakokinetiğini taklit etmek zordur. In vitro yöntemde 
metabolik stabilite sadece hedef hücrelerin aktivitesine 
bağlıyken in vivo sistemik dağılımda birçok farklı 
dokunun etkisi olmaktadır. Özellikle, karaciğer enzimleri 

Güllü KAYMAK, Harika Eylül ESMER DURUEL, 
Sena Kardelen DİNÇ, Şeyma KIZILKAYA, Figen Esin KAYHAN

bazı bileşikleri aktive ederken bazılarını inaktive 
edebilir. Karaciğer mikrozomal enzimleri ("S9 

kültür veya hedef
hücrelerin metabolize edici enzimlerle transfeksiyonu 

in vitro modelleme girişimlerinde ilginç 
yaklaşımları temsil edebilir. Ancak henüz in vivo
yöntemler ile tamamen uyumlu değildir.

Hücre kültürleri, büyümenin üstel fazında 
kullanıldığında en tutarlı yapıyı göstermektedir. Ancak 
sadece küçük bir farklılaşmamış kök hücre veya in vivo
döngü içinde yer alan progenitör hücre havuzu aynı 
tutarlılığı göstermeyebilir. Bu nedenle, büyüme oranı 
oldukça düşüktür. Bu oran nadiren % 10’dan büyükken 

sıklıkla % 1'den küçüktür. Hücre döngüsü süreleri, 
tümör hücrelerinde genellikle normal hücre 
popülasyonlarından daha uzun sürmekle birlikte, in vitro
ortamlarda kültür koşullarına ve besin varlığına göre 
değişerek daha kısa sürelerde meydana gelebilir. 

Hücresel geçirgenliğin sınırlamaları, bariyerlerin 
vasküler endotelyumda olması ve dokunun 
kalınlığı/karmaşıklığı tarafından belirlenir. Uygun hedef 
hücreler çalışma için seçilirken bu durum göz önüne 
alınır. Benzer geçirgenliğe sahip hücreler tercih edili
Ancak hormonal düzenlemeden veya iyonik ortamdan 
kaynaklanan fenotipik değişiklikler olabilir. 

Kültürü yapılan hücreler, özellikle sürekli hücre 
hatları genetik instabiliteye eğilimlidir ve seçim baskısı 
ile birlikte, hücreler türetildiği dokudan farklı bir hücre 
popülasyonu oluşturabilir. Kültürler aynı zamanda in 
vivo olarak bir dokunun hücre tiplerinin 
karmaşıklığından yoksundur ve sonuç olarak 
farklılaşmış fenotipi sürdürmek için gerekli spesifik 
hücre ve matris etkileşiminden yoksundur. Bununla 

likte, doğal ve sentetik matrisler kullanılarak doku 
mikroçevresinin daha doğru bir şekilde modellenmesi ve 
üç boyutlu modellerinde (Hoffman, 1994), birden fazla 
hücre tipinin mevcut olması ve etkileşime girmesinin 
sağlanması için girişimlerde bulunulmaktadır. Hastadan 
hastaya yüksek oranda bir değişkenliğe sahip olduğu için 
in vivo farmakokinetiği çoğaltmak daha zordur. Ancak, 
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farmakokinetik profiller, perfüzyon sistemleri ve uygun 
şekilde hazırlanan perfüzat içindeki metabolitler ile 
modellenebilir. İn vi

durumunda tekrarlanması zor olmaktadır.

4. Genel Toksikoloji İncelemeleri 
In vitro deneyler üç ana gruba ayrılabilir: sağkalımın 

kısa süreli analizleri, sağkalımın uzun süreli 
hücre proliferasyonunu kullanarak yapılan analizler 
veya canlılığı ölçmek için metabolik sonlanma deneyleri. 
Bunlar doğru zamanlama ile uygun büyüme periyodunda 
sitotoksin içeren test grubu ve kontrol grubu arasındaki 
farklılıkların oluştuğu maruz kalma süresi göz önüne 
alındığında, bir sağkalım analizini taklit etmek için 
kullanılabilirler. Bu analizler genellikle metabolik bir 
sonlanmaya sahip olmakla birlikte, hücre sayısını tahmin 
etmek için de kullanılmaktadır. Metabolik olarak, ilaç 

ziyeti sırasında ölçüldüğünde doğru sonuca 
ulaşılmayabilir, çünkü bu, bileşiğin metabolik parametre 
üzerindeki herhangi bir doğrudan etkisini ortaya 
çıkarabilir ve analiz kısa sürede gerçekleştiğinden hücre 
çoğalmasının gözlenmesini etkisiz kılabilir. Meta
sonlanma, ilacın sitostatik etkisi, antimetabolik etkisi ve 

popülasyonun tükenmesi arasındaki bir ilişkidir.

4.1. Yaşayabilirlik 
Canlılık deneyleri genellikle, maruziyet anında 

hücrenin durumunun hızlı veya anlık bir ölçümünü 

çözdürmeden sonra hayatta kalmayı tahmin etmek için 
ve canlı hücrelerin oranını hesaplamak için uygundur, 
ancak hücrelerin maruziyetinden bir süre sonra (günler) 
hayatta kalmalarını doğru bir şekilde tahmin 
edemeyecektir. Deneylerin çoğunda, tripan mavisi gibi 
bir boyanın eklenmesiyle plazma membranının 
bütünlüğü ölçülür.
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Canlı hücreler, radyoaktif krom (51Cr) ve nötral 
kırmızı veya diasetil fluoresein (DAF) gibi boyaları alır 

tar. Ölü hücreler geçirgen hale gelir ve cihazla tespit 
edilebilecek bir şekilde bağladığı kromu serbest bırakır. 
DAF, canlı hücreler tarafından alınır. Asetat ve flüoresein 
içinde hidrolize edilir. Canlı hücre zarı, floresein için 
geçirgen değildir, ancak ölü hücrelerde geçişi serbesttir. 
Canlı hücreler ayrıca propidyum iyodür için geçirimsiz 
olduğundan ve ölü hücreler geçirgen hale geldikçe, bu 
boya çoğu zaman DAF ile birleştirilir, böylece hem canlı 
hem de ölü hücreler ölçülebilir. Ölçümler bir 

gerçekleştirilebilir. Canlı hücreler ayrıca hücre tipleri 
arasında değişken olsa da nötral kırmızıyı alırlar 

Canlılık deneylerinin dezavantajları olarak, genellikle 
hayatta kalma oranlarını fazla gösterme
analizlerinin objektif olmaması verilebilir. Avantajları 
olarak ise, hızlı ve basit olabilmeleridir. Dondurulma ve 
çözülme, birincil kültür için dokunun ayrıştırılması veya 
yavaş büyüyen veya kırılgan bir hücre hattının alt 
kültürünün ardından pasajlamada canlı hücre sayılarını 
ayarlamada nokta kontrolleri için uygundur. 

4.2. Sağkalım 
Hücrenin toksik bir maddeye maruz kalmasının 

ardından, bir süre duyarsız kalması ya da etkinin tersine 
çevrilebilmesi mümkün olduğundan, bu süre zarfında 

lmesini test edilmesi sağkalım testiyle 
sağlanır. Sağkalım, hücrelerin seyreltik bir tek hücre 
süspansiyonundan koloniler oluşturma yeteneği 
(rejeneratif kapasite) olarak tanımlanır. Tek tek 
hücrelerden meydana gelen koloniler, deneyi doğru 
yorumlamak adın
deneyler, yapışkan olan veya olmayan hücrelerde; 
transgenik ya da normal hücre süspansiyonunda 
gerçekleştirilebilir. Tek tabakalı klonlar hem manuel 
hem de otomatik sayıcılar tarafından daha kolay 
sayılırken, hematopoetik sistemden başka, 
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süspansiyondaki klonojenitede, transgenik hücreler 

Sağkalım, yüzey kaplama verimliliği KE'nin 
belirlenmesiyle hesaplanır (KE= klonlama etkinliği) 

Koloni sayısı    

Kaplayan hücre sayısı

Sağkalım, bir test numunesinin kontrole göre yüzey 
kaplama verimliliğidir.

Testte yer alan  ortalama koloni sayısı

Kontrolde yer alan ortalama koloni sayısı

Genellikle kolonilerin iki haftalık inkübasyonundan 
sonra hesaplandığında yaklaşık 50 hücrelik (5 
jenerasyon) bir yoğunluk ayarlamak gerekir. Çoğu 
sürekli hücre dizisi, iki haftada 10 jenerasyondan fazla (> 
1000) hücre elde edecektir, ancak daha yavaş büyüyen 
hücreler kullanılıyorsa, inkübasyon süresinin uzatılması 
gerekebilir. Doğru sayım için, koloniler ayrık olmalı, üst 
üste gelmemeli ve yayılmadan ziyade 
yoğunlaştırılmalıdır (özellikle otomatik koloni sayımı 
için). Birincil kolonilerden ayrılan hücrelerden meydana 

oniler önlenmelidir. Zayıf yapışan 
gibi birçok transgenik hücre ile çalışırken 

dikkatli olunmalıdır. Bunlar genellikle çok daha küçük 
oldukları için (koloniler olgunlaştıktan sonra ortaya 
çıkma eğilimi gösterirler) kabul edilebilirler. Fakat 

an kültürleri deney süresi boyunca çok sık 
kullanılmayan ayrı bir inkübatöre yerleştirerek harici 
titreşim riski en aza indirgenmelidir. 1 x 10
M aralığındaki glikokortikoid hücre hücre adezyonunu 

artırabilir (Guner ve ark., 1977), daha yüksek

Ancak bu durum sitotoksin cevabını etkileyebilir ve 
direkt olarak kullanılmamalıdır. Sağkalım analizleri 
genellikle bir dizi sitotoksin konsantrasyonu üzerinde 
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gerçekleştirilir. Genel olarak sağkalım eğrisini çizmek 
için bir günlük skala kullanıldığında IC50 tercih 
edilmektedir. Yeni bir bileşik ile ilk denemede, 
konsantrasyon aralığı geniş olmalıdır (1 x 10
M). Etkili konsantrasyon aralığı oluşturulduğunda, 

analiz daha doğru bir IC90 oluşturmak için daha dar, 
doğrusal bir aralıkta tekrarlanır. Sağkalım eğrisinin alt 
ucunda çok az sayıda koloni olabileceğinden, pasajlama 
konsantrasyonunu kompanse etmek için arttırılabilir. 
Bu, daha fazla koloni ve daha büyük istatistiksel 
doğruluk verecektir.
kalmayan bileşeni beslenme etkisi yaratabileceğinden 
dolayı kaplama etkinliğini artırabilir, hataya da 
eğilimlidir.Yüzey kaplama veriminin zaten yüksek 
olduğu durumlarda (>% 50) bu önemli bir etkiye sahip 

üşük yüzey kaplama verimliliği 
olan hücreler için bu durum geçerlidir. Bu durumda, bir 

katmanlar klonlama etkinliğini arttırır ve yokluğunda 
görünür olmayan dirençli bir fraksiyonu ortaya 
çıkarabilir, ancak otomatik koloni sayımını daha da 
zorlaştırabilir. 

flasklarda üstel büyümede hücreler işlenir. Daha sonra, 
testler ve kontroller için seyrelmeyi belirlemek üzere 
kontrolde hücre sayımı kullanılarak, ayrı kolonil
düşük yoğunlukta tripsinize edilerek pasajlaması 
yapılabilir. Deney istenen düzeye 1 2 haftada ulaşacaktır 
(Freshney, 1994). Pasajlanan hücrelerin sayısı, kaplama 
verimliliğine bağlıdır. Örneğin; Kaplama verimi % 50 ise, 
100 hücre/50 mm'lik plakad
düşük kaplama verimliliği daha yüksek pasajlama 
yoğunluğunu gerektirir ve bunun tersi de geçerlidir. 
Kaplama verimliliğini belirlemek için ilk önce bir dizi 
pasaj yoğunluğundaki hücreleri klonlamak ve sayılabilir 
bir plaka üretmek için kaç hücre gerektiğini belirlenmesi 

Koloniler, koloni başına yaklaşık 1000 hücreye 
ulaştığında, plakalar yıkanır, sabitlenir, boyanır, 
koloniler sayılır ve her bileşik konsantrasyonu için SF'ler 
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hesaplanır. Sağkalım eğrisinin dik olması, hücrelerin 
hassasiyetinin veya bileşiğin toksisitesinin arttığı 
şeklinde yorumlanır. Tersine, eğimde, daha az duyarlı 
hücrelerin veya daha az toksik bileşiğin varlığından söz 

Özetle, klonojenik analizler rejeneratif potansiyel ile 
hayatta kalmayı ölçmektedir. Dezavantajları olarak, 
yoğun bir çaba gerektirmesi, hücre yoğunluğunun 
anormal derecede düşük olması (bir besleme tabakası 
kullanılarak geliştirilmiş) ve klonlanan hücrelerin tüm 
popülasyonu temsil etmemesi söylenebilir. Sadece makul 
bir verimlilik (>% 1) ile klonlanan hücreler ile 
mümkündür. Avantajları olarak ise, genel olarak kabul 
görmeleri, birkaç jenerasyon için büyümeye izin 

yırt 
edebilmeleridir. Artan sitotoksisite, daha düşük bir 
sağkalım (daha az koloni) verirken, sitostazın artması 
koloni boyutunu azaltacaktır, ancak hücreler 
klonlamadan önce maruz kaldığında da koloni sayısını 

4.3. Mikrotitrasyon 
Kısa süreli canlılık analizlerinin güvenilirliğinin azlığı 

ve klonojenik analizlerin yetersiz olduğu durumlar 
nedeniyle, ara sürede gerçekleşen bir dizi analiz 
geliştirilmiştir. Bunların çoğu, kullanım kolaylığı 
nedeniyle mikrotitrasyon plakalarına dayanmaktadır. 
Çok sayıda yinelenen kültür, çok çeşitli ilaç 
konsantrasyonlarında ve çeşitli farklı bileşiklerle 
işlenebilir. Deneyin sonunda üretilen veriler 
elektroniktir ve bilgisayar analizleriyle oluşturulur. İlaç 
etkileşimleri, konsantrasyon gradyanları ile kolayca 

saplanabilir. Yani A bileşiği, plaka boyunca yatay 
olarak titre edilebilirken; B bileşiği, levhaya dikey olarak 
yukarı veya aşağı doğru titre edilir. Etkileşimler bir 
izobologram olarak çizilerek analiz edilir (Steel, 1977). 

ilaç veya bileşik 
başlangıçta uygulanmalı ve test boyunca muhafaza 
edilmelidir. Mikrotitrasyon analizi bu açıdan daha 
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sınırlıdır, çünkü hücreler, her aşamada üstel büyümede 
kalmalıdır, bu yüzden süre, üstel periyodun uzunluğu ile 
sınırlıdır. Yaklaşık 1 hücresi pasajlanan sürekli 
hücre hattı için yaklaşık bir hafta/ml olmuştur.

Hem bir test bileşiğine maruz bırakma protokolünde 
hem de kullanılan uç noktada farklı birkaç 
mikrotitrasyon analizi vardır. Hücreler bir 
mikrotitrasyon plakasının kuyuları
sonra test bileşimi, genellikle hücreler büyüme 
döngüsünün üstel fazına girdiğinde (paralel plakalarda 
belirlenir) eklenir. Maruziyet, bileşiğin aktivitesine bağlı 
olarak birkaç saat ile üç gün arasında olabilir. 3 boyutlu 
maruziyet yapıldığında, bileşik ortam değiştirilerek 
günlük olarak yenilenmelidir. Bileşik daha sonra çıkarılır 
ve hücreler 2 3 gün iyileşmeye bırakılır. Bu süre 
zarfında, üstel büyümede kalmalı ve büyüme eğrisinin 
plato safhasına girmemelidir. IC50’de hücreler kısmen 
tükendiğinden, daha yavaş büyüyen, etkilenmemiş 
kuyulara ve kontrollere doğru belirgin bir kaymaya yol 
açacaktır.  "İyileşme" döneminden sonra (aynı zamanda 
toksik etkinin zamanla arttığı bir dönem olabilir), ortam 
tekrar değiştirilir ve MTT analizi ile canlılık belirlenebilir 

difeniltetrazolyum bromürü) DMSO veya izopropil 
alkol içinde çözündürülmüş, çözünmeyen bir formazana 
bağlı ve bir ELISA plaka okuyucusu üzerinde okunan 

en bir yöntemdir. Yaşayan 
hücrelerin tespitinde kullanılır.

MTT'ye alternatif olarak, ortamda çözünebilen ve 
doğrudan okunabilen XTT yöntemi de vardır. XTT 
yöntemi için fenol kırmızısı içermeyen ortam gereklidir. 
Yeni bir hücre hattı veya yeni bir bileşik 
çalışırken, test bileşiğinin varlığında/yokluğunda, hücre 
sayısı ile doğrusal bir ilişki taşıyan absorbans aralığının 
belirlenmesi önemlidir. Bazı bileşikler hücre sayısından 
bağımsız olarak formazan kuşağının oranını etkileyebilir. 
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formazan inhibisyonuna neden olan bileşik IC50 
konsantrasyonun uygun türevidir. 

4.4. Büyüme Eğrileri 
Hücreler bir kültür flaskına pasajlandığında, kültürün 

büyümesi gerçekleşir (Freshney, 1994). Büyüme eğrileri, 
farklı bileşiklerin anti
etkilerini karşılaştırmak için kullanılabilir ve çok sayıda 
bileşik veya hücre hattı incelenebilir. Bir ilacın varlığında 
veya yokluğunda hücreleri pasajlamak ve daha sonra 
hücreleri saymak suretiyle basit büyüme deneyleri 
gerçekleştirilebilir. 

Bununla birlikte, belirli bir zamanda hücre sayısı, 
çeşitli parametrelere bağlıdır: Bunlar; gecikme süresi, 
pasajlama sırasında sitotoksik bileşik tarafından 
indüklenen hayatta kalma fraksiyonunda azalma, iki 
katına çıkma süresi ve platoya ulaşmak için geçen süre. 
İlk kez yeni bir bileşik veya hücre grubuyla çalışıldığında 
tam bir büyüme eğrisinin çizilmesi için sayımların üstel 
fazı tercih edilir. 

Özetle, hücre sayım deneyleri ve MTT deneyleri, 
doğru bir şekilde planlanmış ve kontrollü, hücre 
proliferasyonuna dayanan hızlı ve esnek deneyler 
sağlayabilir. Alternatif olarak, kısa süreli bir testte, MTT 

aşayabilirlik ölçümünde bir düşüş kaydedecektir. 
Mikrotitrasyon analizleri ayrıca [3H] 

izotopik nükleotidlerle ölçülebilir. Muamele edilen plaka 
daha sonra bir plaka sayacı üzerinde, sayılarak veya 

Mikrotitrasyon ve büyüme eğrisi deneylerinin 
dezavantajları, hücre kaybı ve metabolik inhibisyonu 
ayırt edememeleridir. Bir IC50 hesaplamasında, kuyu 
başına % 50 hücre kaybı vey
50 azalma olabilir. Ayrıca, tersinir hücre hasarı ve 
dirençli hücrelerin bir kısmının aşırı büyümesi arasında 
veya sitotoksisite ve sitostaz arasında ayrım yapamazlar. 

naliz dahil olmak üzere hızlı ve kolayca 
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otomatikleştirilmesi verilebilir. Birçok tekrara, 
değişkene, yüksek bir hücre ve reaktif gereksinimine 
sahip yüksek numune kapasitesine sahiptirler. 
Klonojenik sağkalım ile genellikle iyi bir korelasyon 
vardır (Fres

4.5 Ko-Kültür 
Saf ve monoklonal kültürlerin üretilmesi için, hücre 

kültürü çalışmalarında çok fazla çaba harcanmaktadır. 
Tek bir hücre tipinin cevabının değerlendirilmesinde, 
doğal ortamdaki etkileşimlerden ve koordineli 

oksun olduğu göz önünde bulundurulur.
Birçok organın muazzam karmaşıklığı göz önüne 

alındığında dokuların çoğaltılması oldukça zordur. 
Örneğin akciğerde 40’ın üzerinde hücre tipi 
bulunmaktadır (Franks ve ark., 2008; D’Arcangelo ve 

Doku kültüründe en azından bu doku mimarisinin bir 
kısmı ile başlanır. Ancak izolasyonda meydana gelen 
hasar, aşırı büyüme ve dediferansiyasyon bu durumu 
hızla bozabilir (Fisher ve Vickers, 2013). Doku kalınlığı, 

ine erişim gibi teknik 
özelliklerle sınırlı olarak, doku mimarisinin ne kadarının 
kültür ile aktarılabileceğini sınırlar. Bazı teknikler doku 
parçalarının veya bütün halde organların perfüzyonuna 

, kan perfüzyonunun olmaması esas 
ve ark., 2012). Dokuların ayrışması ve 

bunların daha sonra yeniden bir araya getirilmesi 
hücrelerin zarar görmesine neden olur (Layer ve ark., 

kültürler,  hepatosit/Kupffer hücre ko kültürleri 
için , inflamatuar yanıtlar gibi hücresel etkileşimler 
gösterebilir (Hartung ve Wendel, 1992). Diğer 
etkileşimler arasında toksik maddelerin metabolik 
aktivasyonu (örn., Kükürtlenmiş karaciğer hücreleri), 
aksonların miyelinasyonu, kan
oluşumu bulunur.
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4.6. Üç Boyutlu (3-D) Kültür  
Tek tabakalı hücre kültürleri, hücre hücre 

etkileşiminin optimize edildiği fizyolojik durumu temsil 
etmemektedir. Hücreler çoğaldıkça, hücreler arası 
bağlantılar daha sık hale gelmekte ve bu durum hücre 
büyümesinde azalma ve farklılaşmış özelliklerin  
ifadesinde bir artışa neden olmaktadır (Berthiaume ve 
ark., 1996). Dokuların üç boyutlu özelliğini yansıtan 
kültürlerin, organizmaya fizyolojik olarak daha fazla 
benzediği kabul edilmektedir. Hücre hücre temasları, 
farklılaşmayı indüklemenin yanı sıra etkileşimlerin 
anahtarıdır. Üç boyutlu kültürlerin avantajları arasında; 
hücre sağkalımının artması, artmış farklılaşma, hücre
hücre etkileşiminin artması ve organın karmaşıklığının 
daha rahat anlaşılması gösterilebilir (Alepee ve ark., 

4). Bu, üç boyutlu (3 D) matris üzerinde 
hepatositlerin kültürlenmesinin, primer kültürlerin 
yüksek düzeyde spesifik gen ekspresyonunu 
sürdürmesine neden izin verdiğini açıklayabilmektedir. 
Kollajen ile kaplanan yüzeylerdeki hepatositlerin 
büyümesi hepatositlerin canlı kalmasında bir miktar 
iyileşme sağlamaktadır (Guery ve ark., 1993). Şimdilerde 
iyi bilinen "Kollajen Sandviçi" Tekniğinin  kullanımı, 
sıçan hepatosit kültürlerinin yaşayabilme yeteneği ve 
işlevselliğinin süresi üzerinde büyük bir etkiye sahip
ikinci bir kolajen tabakasının insan hepatositleri üzerine 
olan etkisi çok dikkat çekici olmamaktadır (Knop ve ark., 
1995). Bu teknik aynı zamanda büyüme faktörlerinin 
etkisini ortadan kaldırmakta ve genellikle karaciğer 
hücresinin canlılığını arttırmaktadır (Hu ve ark., 1995). 
Diğer bir yandan, fareye ait transplantasyon yapılabilir 

bazal membran jelinde hepatositlerin kültüre 
edilmesiyle yüksek oranda farklılaşma sağlanmıştır 

). Yapılan bir çalışma, kitinin 
deasilasyonuyla türetilen biyo
kitosanın, hepatosit bağlanması için bir yapı iskeleti 
olarak ümit verici olduğunu göstermiştir. Doku 
mühendisliği alanında, gerilim bütünlüğü (Ingber, 1993), 

rşılık (Roskelley ve Bissell, 1995) gibi önemli 
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kavramların hücre hücre etkileşimini, hücre hücre dışı 
matris etkileşimlerini ve onların doku fonksiyonu 
üzerinde etkilerinin olduğu bilinmektedir. Üç boyutluluk 
sağlanamasaydı bu elementler tam olarak 
bütünleştirilemez ve aydınlatılamazdı. Doku 
modellemesinde hücresel farklılaşma, hücre 
etkileşimlerinin arttırılması ve hücrelerin üç boyutlu 
büyüme olasılığı; kanser tedavisinin geliştirilmesi gibi 
araştırma alanlarının önünü açmıştır (Mueller

D yapısı, kendi başına hücresel düzeydeki 
varyasyonları indükler ve spesifik hücreler arası ve 
hücre içi kuvvetleri üretir. Bu kuvvetler, ECM bağlantılı 
sitoskeletal bileşenlerin spesifik olarak yeniden 
düzenlenmesini ve hücre sitoplazmasında viskoziteye 
meyil oluşmasını sağlar. Böylece hücre içinde ikincil 
haberleşme ağı olarak özel yollar üretilir ve aynı 
zamanda gen ifadesi düzenlenir.

Ayrıca üç boyutlu hücre kültürlerinin en önemli 
özelliklerinden biri, yapı ve fonksiyon arasında doğrudan 
bir ilişki ve hücresel etkileşimleri koruma olasılıkları 
sağlayan iyi tanımlanmış geometrileridir. Tümör terapisi 
çalışmalarında ilaç direnci için in vitro
yaygın bir şekilde kullanılmıştır. Aynı zamanda 
sferoidler olarak da adlandırılan topaklaşan hücre 

ültürleri, farklı yapay destekler (jelatin süngerleri, 
agaroz, kollajen) üzerinde yetiştirilen, belirlenmiş hücre 
dizileri, fetal hücreler veya birincil eksplantlar olarak 
birkaç hücresel tipten türetilebilir. Homotipik veya 
heterotipik kültürler (fibroblastlar ile çeşitli hücrelerin 
birlikte kültürlenmesi) elde etmek mümkündür. En sık 
kullanılan sferoid modeller, hormon üreten dokulardan 
(pankreas, hipofiz bezi ve tiroid), karaciğer, beyin, 
kondrosit ve embriyolardan (pluripotent kök 
hücrelerden elde edile
türetilmiştir. Bu sistemler sınırlı bir süre boyunca ana 
hücresel fonksiyonları koruyabilir ve genellikle zayıf bir 
farklılaşma derecesine sahiptirler (Mueller

Üç boyutlu kültür üretimi için farklı yaklaşımlarda 
lunulmaktadır (Hogberg ve ark., 2013; Lancaster ve 
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2016; Kim ve ark. 2016). İki boyutlu kültürden farklı 
olarak hücrenin bulunduğu konum ve oluşturduğu 
yükseklik farklıdır. Oluşturulan yükseklik sebebiy
meydana gelen oksijene ve besine erişim farklılığından 
dolayı yüzeydeki hücreler ve merkezdeki hücreler 
birbirinden farklıdır. Pek çok organoid homojen 

fazla/daha az fizyolojik yapı oluşturmaktadır. Tek 
de yetiştirilen organoidler arasında boyut, form ve 

hücre kompozisyonu farklılıkları oluşabilir. Özellikle test 
sistemlerini tasarlamak için, örneğin toksikoloji veya 
etkinlik testi için bu farklılıklar büyük bir problemi 

Hücreleri üç boyutlu halde tutabilmek çok fazla çaba 
gerektirir. Hücreler genellikle bağlanmaya çalışır ve 
büyür, bu sebeple organoidleri sürekli hareket halinde 
çalkalayıcı/ biyoreaktörlerde tutmak alternatif bir 
yöntem olarak kullanılmaktadır.

Üç boyutlu modellerin kalınlığı ve yüksekliğinden 
dolayı, birçok mikroskobik veya spektrometrik ölçüm, 
organoidlere kolayca uygulanamaz. Yüksek çözünürlükte 
daha kalın biyolojik örnekler görüntüleyebilen teknikler 
arasında konfokal mikroskopi, multifoton mikroskopi ve 

ografi bulunmaktadır (Graf ve 

Organoidlerin karmaşıklığı ve bunların üretilmesi 
için; süre uzunluğu, karmaşık protokoller, 
standardizasyondaki zorluklar, düşük tekrarlanabilirlik, 
enfeksiyonlara yatkınlık ve bununla ilgili olarak uzman 

onelin zorunluluğu dezavantajları arasındadır. 

4.7. Homeostatik Kültür 
Homeostatik kültürün anahtarı perfüzyondur. 

Mikroakışkanlarla oluşur. Mikroakışkanlar, 
mekanik sistemler (MEMS) ve akışkan 

kanalların birleşiminden doğar ve küçük miktarla
sıvıların mikrometre ölçeğinde manipüle edilmesine izin 
verir (Whitesides, 2006). Perfüzyon tüm kültür 



Fen Bilimleri ve Matematik Alanında Yenilikçi Yaklaşımlar

2016; Kim ve ark. 2016). İki boyutlu kültürden farklı 
olarak hücrenin bulunduğu konum ve oluşturduğu 
yükseklik farklıdır. Oluşturulan yükseklik sebebiy
meydana gelen oksijene ve besine erişim farklılığından 
dolayı yüzeydeki hücreler ve merkezdeki hücreler 
birbirinden farklıdır. Pek çok organoid homojen 

fazla/daha az fizyolojik yapı oluşturmaktadır. Tek 
de yetiştirilen organoidler arasında boyut, form ve 

hücre kompozisyonu farklılıkları oluşabilir. Özellikle test 
sistemlerini tasarlamak için, örneğin toksikoloji veya 
etkinlik testi için bu farklılıklar büyük bir problemi 

Hücreleri üç boyutlu halde tutabilmek çok fazla çaba 
gerektirir. Hücreler genellikle bağlanmaya çalışır ve 
büyür, bu sebeple organoidleri sürekli hareket halinde 
çalkalayıcı/ biyoreaktörlerde tutmak alternatif bir 
yöntem olarak kullanılmaktadır.

Üç boyutlu modellerin kalınlığı ve yüksekliğinden 
dolayı, birçok mikroskobik veya spektrometrik ölçüm, 
organoidlere kolayca uygulanamaz. Yüksek çözünürlükte 
daha kalın biyolojik örnekler görüntüleyebilen teknikler 
arasında konfokal mikroskopi, multifoton mikroskopi ve 

ografi bulunmaktadır (Graf ve 

Organoidlerin karmaşıklığı ve bunların üretilmesi 
için; süre uzunluğu, karmaşık protokoller, 
standardizasyondaki zorluklar, düşük tekrarlanabilirlik, 
enfeksiyonlara yatkınlık ve bununla ilgili olarak uzman 

onelin zorunluluğu dezavantajları arasındadır. 

4.7. Homeostatik Kültür 
Homeostatik kültürün anahtarı perfüzyondur. 

Mikroakışkanlarla oluşur. Mikroakışkanlar, 
mekanik sistemler (MEMS) ve akışkan 

kanalların birleşiminden doğar ve küçük miktarla
sıvıların mikrometre ölçeğinde manipüle edilmesine izin 
verir (Whitesides, 2006). Perfüzyon tüm kültür 

Güllü KAYMAK, Harika Eylül ESMER DURUEL, 
Sena Kardelen DİNÇ, Şeyma KIZILKAYA, Figen Esin KAYHAN

yöntemlerinde uygulanabilir, liflerle yapılabilir veya 
organlardan (hücresel) kan damarları kullanılarak 
oluşturulabilir. Perfüzyon, aslında statik koşullara daha 
yakındır. Ancak oksijen ve besin maddelerinin sürekli 
olarak yenilenmesini gerektirir. Bunun için teknik çözüm 
olan ve tüm süreci kontrol eden sensörler, deney 
düzeneğini daha da karmaşık hale getirmektedir. 
Çoğunlukla homeostatik kültür koşullarından daha 
fazlasını mümkün kılarlar. Yöntem çoğu zaman insan çip 
yaklaşımı olarak adlandırılan birkaç organoid türünü 
bile barındırır (Marx ve ark., 2012). Perfüzyon 
sistemleri, bu tür bir proteinin teknolojisi ile ilgili bazı 
zorluklar taşır ve iletken tüplerdeki materyallerin 
birikmesine bağlanan test maddesini içerir. İki boyutlu 
kültürlerin perfüzyonu uzun bir süredir yapılmaktadır 
(Marx ve ark., 2016). Üç boyutlu perfüzyon ise daha 
karmaşıktır. 

Tüm perfüzyon yöntemleri için bazı zorluklar vardır:
Düşük hücre kütlesine karşı perfüzyon çoğu zaman 
sorun teşkil etmektedir, tüm hücrelere eşit olarak ulaşan 
homojen bir akış sağlanamamaktadır. Tekrarların sayısı 
çoğu zaman mevcut olan pompa ve paralel birimlerin 
sayısıyla sınırlıdır, ancak bunlar mühendi
zorluklarıdır ve bu teknolojilere sağlanan maddi destek 
ve artan ilgiyle daha uygun çözümler oluşturulabilir.

4.8. Doku Mimarisi ve İşlevsellik 
Hücrelerin bir kısmı, farklı hücre tiplerinde veya 

perfüze olsa bile, hala bir organın sadece temsilidir 
(Hartung, 2014). Bu organ işlevselliğini tam olarak 
yansıtmaz. Doğru bir yanıt oluşturabilmek için doku 
mimarisinin oluşturulması gereklidir. Bu mimari
özellikle kök hücre kaynaklı sistemlerde kullanılabilir. 
Akciğer veya bağırsak gibi bazı organoidler (Huh ve ark., 

faydalanır. Etkileyici teknik çözümler bulunmaya 
çalışılmakta, ancak bunlar perfüzyon kültürlerine göre 
daha fazla karmaşıklık göstermektedir. 
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4.9. Nekroz ve Apoptoz 
In vitro toksisite çalışmalarında, apoptoz ile ilgili 

araştırmalar sadece hücrelerin farklı şekillerde 
ölebildiğini göstermekle kalmayıp, aynı zamanda 

ı aramanın sorununu da 
çözmüştür. Gerçekten de apoptoz belirli bir programın 
sonucudur. Apoptoz ile ilgili adımlar ve bunların 
düzenlemeleri, geniş çapta araştırılmıştır. Apoptoz 
birçok temel hücresel fonksiyonla ilgilenir ve sinyalleme 
yolunda yer alan önemli faktörlerdeki varyasyona işaret 
eder. Özel morfolojik ve biyokimyasal değişiklikler; 
nükleus (kondenzasyon ve apoptotik cisim oluşumu), 
hücresel membran (fosfatidilserin eksternalizasyonu), 
mitokondri (sitokrom c salımı ve transmembran 

kaybı) ve spesifik proteazlar (kaspazlar) 
seviyesinde meydana gelir. Ayrıca bir dizi proto
onkogenler ve tümör baskılayıcı genler, çeşitli 
hücrelerde ve dokularda farklı şekillerde aktive olabilen 

2 familyası, vb.) 
düzenlenmesind

Hücre ölümünü değerlendirmek için daha güncel bir 
stratejiye sahip olmanın önemi, test amaçlı olarak Zucco 
tarafından ele alınmıştır (Zucco, 1993). Araştırmasında, 
bir hücrenin kimyasal bir uygulama sonucu ölmesiyle 
atılan ilk adımların apoptoz ile nekroz arasında 
paylaşılabileceği ve sonuçların ilerleyen seçimlerin bir 
sonucu olabileceği ileri sürülmüştür. Bu nedenle, belirli 
bir etki mekanizmasını aydınlatabileceğinden, bir veya 
diğer hücre ölümüne yol açan farklı adımların 

n veren noktaların ve maruz kalma 
koşullarının belirlenmesi tavsiye edilmiştir. Lemaire 
(1998), kaspaz inhibitörlerinin varlığında nekrozdan 
apoptoza geçişin olduğunu göstermiştir. Formigli ve 
arkadaşları (2000) kimyasal olarak indüklenen 
hipoksiye bağlı hücre ölümüne ‘aponekroz’ adını 
önermiştir. Bu yazarlara göre, uygulama hücredeki 
ATP'yi kısmen yok etmek için yeterince güçlü ise, 
apoptotik programın sadece birkaç adımı meydana 
gelebilir, ardından nekroz oluşabilir. McConkey (1998), 
yaptığı incelemede ATP'nin tükenmesinin, reaktif oksijen 
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türlerinin oluşmasının (ROS), GSH tüketimininin, 
apoptoz ve nekroz gibi hücre ölüm faktörlerinin BCL
inhibisyonuna sebep olduğunu vurgulamaktadır. 
Bununla birlikte, uygulanan maddenin yoğunluğuna veya 
etki tarzına göre değişmekte olduğu belirtilmiştir. 
Denecker ve arkadaşlarının yaptığı bir çalışmada (2001), 
aktif kaspazdan bağımsız bir nekrotik sinyal yolunu 
indükleyebilen ölüm bölgesi reseptörleri açısından 
nekrotik ve apoptotik yollar tarif edilmiştir.

Toksisite çalışmalarında apoptoz ile ilgili 

benzen gibi çevresel kirletici maddelerin, muhtemelen 
ROS üreterek apoptozu indüklediğine dair kanıtlar 

hidrokarbonlar) gibi diğer bileşikler, aril hidrokarbon 
reseptörüne (AHR, bir ligand ile aktive edilen 
transkripsiyon faktörü) bağlanır. Apoptoz sadece 
hücrenin ölmesi için bir yol oluşturmazken düzenleme 

lgili değişiklikler ile hücrenin uzaklaştırılması, 
çoğalması, farklılaşması veya tümör oluşumunda da rol 
oynayabilir. Granville ve arkadaşlarının (1998) ve Kong 
ve arkadaşlarının (1999) yaptıkları çalışmalarla, önleyici 
veya tedavi edici stratejiler oluşturmak için ilaç veya 

re maruz kaldıktan sonra hücrenin olası kaderini 
bilmenin önemi vurgulanmıştır. Bununla birlikte, 
programlanmış hücre ölümü olarak apoptoz üzerine 
büyük miktarda bilgi birikimi elde etmiş olsak da, birçok 

mekanizmalar ayrıntılı olarak incelenmeye devam 

Apoptotik mekanizmaları, etkileri ve molekülleri 
araştırmak için pek çok hassas ve güvenilir teknik 
mevcuttur. Bunlar arasında, bu araştırma alanının 
başlangıcından bu yana, apoptozda morfolojik 
gözlemlere atanan rol nedeniyle mikroskopi öne 
çıkmaktadır. Bilgisayarlı görüntüleme ve 
immünofloresan probları ile verilen destek, bu tür 
çalışmalara pek çok bilgi sağlamaktadır (Allen ve ar
2000). Üstelik, yüksek verimli biyokütle teknolojisi, 
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ölmek ya da yaşamak için bir hücreye katılan molekülleri 
(genleri ve proteinleri) bulmamızı sağlar (Wang ve ark., 
1999). Hücre sinyallemesindeki dengenin daha iyi 
anlaşılmasının yolu bu şekilde açıklanmıştır, hücrede 
meydana gelen olayların daha iyi kontrol edilmesi 
sağlanabilir.

5. Karaciğer Hücrelerinde In Vitro Analizler 
Karaciğer, zehirli kimyasalların ortadan 

kaldırılmasını, albümin gibi çok sayıda plazma 
detoksifikasyonu sağlayan 

oldukça güçlü bir organdır. Bu nedenle, hücre 
kültüründe hepatik yanıtlar üretilmesi toksikolojik 
çalışmalar için hayati bir önem kazanmıştır. 
Biyokimyasal özelliklerine rağmen, asinöz adı verilen 
histolojik birimi oluşturan hücresel yapısının karmaşık 
olmaması şaşırtıcıdır (Rappaport ve ark, 1954). 
Karaciğerin hücresel yapısı, venöz sinüzoidal boşlukları 
ile ayrılmış olan hepatosit plaklarını içerir. Venöz 
sinüzoidler; bakteri ve diğer yabancı maddeleri fagosite 
etme yeteneğine sa endotelyal tip hücreler 
olan Kupffer hücreleri ve endotelyal hücreler ile kaplıdır. 
Bu endotelyal tabakanın bazal bölgesinde, endotelyum 
ile lenfatik damarlara giden hepatositler arasında 
perisinüzoidal boşluk (Disse aralıkları) denilen bir a
bulunmaktadır. Hepatosit tabakalarının karşı tarafında, 
hücre sekresyonlarını toplayan ve bunları safra 
kanalcıklarına taşıyan safra kanalları bulunur. Karaciğer 
fonksiyonlarının çoğunu yerine getiren baskın olarak 
bulunan hücre tipi, insanlarda bir gram karaciğer dokusu 
başına 108 hücre olacak şekilde yoğunluğu olan 

hücreleri ve daha önce tarif edildiği gibi endotelyal 
hücreler ve aynı zamanda safra kanalı hücreleri, 
mezenkimal hücreler ve sinir hücreleri de dahil olmak 
üzere karaciğerde birçok hücre tipi bulunmaktadır.

Hepatositlerin hücre bolluğu ve karaciğere 
fonksiyonel katkısı açısından baskınlığı; primer 
hepatosit kültürlerinin in vitro
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çalışmaları için önemli bir araç olduğu anlamına 

Bazı metabolize edici enzimler endotel, Kupffer ve 
safra kanalı hücrelerinde bulunsa da hepatositler, 
karaciğerin kimyasal biyotransformasyon (biyolojik 
dönüşüm) merkezidir (Steinberg ve ark., 1987). 

olarak adlandırılan iki gruba 
ayrılan detoksifikasyon reaksiyonlarını ve bunların 
aktivasyonlarını sağlayan enzim kombinasyonunu 
yönetir.

5.1. In Vitro Hepatositler 
Karaciğer; hücre içi fraksiyonlar, hücre hatları, izole 

edilmiş hücreler, karaciğer dilimle
1986), perfüze edilmiş izole karaciğerlerin (Belinsky ve 
ark., 1984; Plaa, 1993) kullanılmasıyla in vitro
ortamlarda çalışılmıştır. Teknolojik gelişmeler ile 2
günün üzerinde metabolik veri elde edilebilen ve 
güvenilir bir şekilde 250 µm doku kesitleri 
hazırlanabilen karaciğer dilim modellerine olan ilginin 
yeniden canlanması sağlanmıştır. Buna rağmen, in vitro
sistemlerde yaygın olarak izole edilmiş hepatositler 
kullanılmaktadır. 

5.1.1. Primer Hepatositlerin Hazırlanması 
Karaciğer hücreleri olan hepatositlerin boyutu, türler 

arasında değişmekte olup insanlarda (%80, Gates ve ark, 
1961) sıçanlardan (%60, Daoust, 1958) daha büyüktür. 
Hepatositleri izole etmek için kullanılan saflaştırma 
tekniği olarak yüzdürme tekniği kullanıldığında 

ntrifüjlü ayrıştırma gibi) doğal hepatositlerdeki bu 
varyasyonlar dikkate alınmalıdır. 

Hepatositlerin izole edilmesi için yetişkin karaciğer 
dokusunun ayrıştırılması işlemi, genellikle ilk olarak 
sıçanlar için geliştirilen (Berry ve Friend, 1969; Seglen 

976) ve sonrasında insan, domuz, tavşan ve köpek 
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canlıların dokularına uyarlanan iki aşamalı perfüzyon 
tekniği ile gerçekleştirilmektedir. Bu protokol karaciğeri 
iki değerlikli katyon içermeyen bir tamponla perfüze 
etmeyi, komşu hücreler ve ekstrasellüler matris arasında 

dezmozom bağlantılarını etkili 
bir şekilde gevşetmeyi içermektedir. Daha sonra dikkatli 
bir şekilde pH, oksijen durumu ve sıcaklık kontrol 
edilerek matrisi sindirmek için jelatin üreten enzim 
grubu olan kollajenazlardan biri kullanılır. Hepatosit 
canlılığına zararlı olduğu bilindiği için mekanik 
parçalama gibi komple numune ayrıştırmasından 
kaçınılmalıdır (Strain, 1994). Perfüze karaciğer 
dokularının gram başına düşen hücre veriminin 
optimizasyonunun önemine rağmen, insan 
hepatositlerinin izolasyonu için kullanılan teknikler 
tamamen standardize edilmemiştir. Katyon gideriminin 
etkinliğini arttırmak için EGTA ve EDTA gibi şelatlaştırıcı 
maddenin kullanılması da popüler bir varyasyondur. 
Oluştuğu yerde (in situ) bütün karaciğer perfüzyonu için 
bu teknik kullanılarak ortalama %94.6'lık canlılığa sahip 
domuz hepatositlerinin büyük miktarda eldesi 
sağlanmıştır. (Seilaff ve ark., 1995). Ayrıca; dispaz, 
hiyalüronidaz ve DNAaz gibi ek enzimlerin kullanılması 
önerilmektedir (Strain, 1994). Bu enzimlerden 
hiyalüronidaz, hücre ayrışmasının ve saflaştırılmasının 
mümkün olmadığı hasar görmüş hücrelerden salınan 
büyük jelatinim

Tüm karaciğer ayrıştırılması çoğunlukla küçük 
memeliler için uygulanırken büyük türler için sıklıkla 
kama biyopsileri kullanılmaktadır. Kupffer ve endotelyal 
hücreler kollajenaz pronaz uygulanması (Knook ve ark, 
1977) ile hazı
hücrelerin kültürü başarıyla yapılabilmektedir (Brouwer 

5.1.2.  İzole Edilmiş Primer Hepatositlerin In 
Vitro Kültürü 

Cam veya plastik yüzeylerde büyüyebilen hepatosit 
süspansiyonları polarite ve tek katlı epitel oluşturacaktır 
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(Maurice ve ark. 1988). Karaciğerin spesifik 
fonksiyonlarında genel bir düşüş izlenmesine ve bu 
durum dediferansiyasyon işlemine (Van Dyke ve ark., 
1982) atfedilmiş olmasına rağmen; şekerler (Baur ve 

asitlerindeki (Schwarz ve ark., 1975) sodyuma bağımlı 
transport fonksiyonları gibi sayısız hepatosit fonksiyonu 
in vitro ortamda sürdürülmektedir. Hepatositler primer 
kültürlerde işlevselliğini erken kaybetme eğilimindedir 
ve bu farklılaşma kaybı çeşitli teknikler kullanılarak 
manipüle edilebilmektedir. Sıçan hepatositlerinde in 
vitro
%50'ye varan CYP kaybı ve CYP aktivitesini yeniden 
kazanmak için indükleyiciler kullanılabiliyorken bu yanıt 
in vivo ortamla doğrudan karşılaştırılamayabilir 
(Watkins ve ark., 1986). Benzer değişiklikler UDP

transferazlar (Vandenberghe ve ark., 1988), albümin ve 
in vitro in vivo

transkripsiyon oranlarının %10'undan daha az kayıp 
görülen transferrin gibi diğer karaciğere spesifik 
genlerde de gözlemlenmektedir. (Clayton ve Darnell, 

In vitro
hepatositlerinin tüm ana CYP grubu aktiv
korunduğu gösterilmesine rağmen, bu değişimler türler 
arasında değişiklik göstermektedir. (Morel ve ark., 

Kültür ortamı, ortam takviyeleri (Ryan ve ark , 1993) 
ve belirli bazı aminoasit seviyelerinin (McGowan, 1986; 

in vitro
fonksiyonlarında spesifik bir etkisinin olduğu 
bilinmektedir. Williams'ın E besi yeri kullanılan insan 
hepatositlerinin uzun süreli kültürleri benzer hücrelerin 
yetiştirildiği DMEM ile kıyaslandığında, erken evrede 
bozulma görülmesine rağmen maksimal albümin 
salgısının daha erken oluştuğu görülmüştür. (Ryan ve 
ark., 1993). Williams'ın E besi yeri; asparajin, sistein, 
prolin ve glutamat dahil olmak üzere ek amino asitler 
içerir. Bu son amino asit hepatosit yanıtını güçlendirir ve 

rimer kültürdeki mitojenlere duyarlılığı azaltır 
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(Hasegawa ve ark., 1994). Prolin, sıçan hepatositlerinde 
DNA sentezi için temel bir bileşen gibi görünmektedir ve 
bu muhtemelen kollajen yapısının öneminden 
kaynaklanmaktadır. Cis hidroksiprolin tarafından 

replikasyonunun doza bağlı inhibisyonuna neden olur 
(McGowan 1986). Tek başına prolin, glutamik asitten 
daha az etkili olmasına rağmen epidermal büyüme 
faktörü kaynaklı DNA sentezini arttırır. Hepatosi in 
vitro ortamda farklılaşması, kolajen gibi matris 
proteinlerinin transkripsiyonunu arttıran, ancak 
albümin gibi dokuya özel proteinler olmayan 
deksametazon gibi katkı maddeleri ile arttırılabilir (Reid 
ve ark., 1986). Başarılı primer hepatosit kültürü 
geleneksel olarak kültür ortamına bovin serum 
eklenmesine dayanmaktadır. Sığır pankreatik tripsin 
inhibitörü (moleküler ağırlığı: 8000 Da.) içermesi bu 
başarının muhtemel açıklamasıdır. Serumsuz kültürde 

degradasyon görülmesi ve normal hepatositle
plazma membranlarının tripsin benzeri bir proteaz 
barındırması, sığır pankreatik tripsin inhibitörünün 
hepatositlerin canlılığını korumasını kolaylaştırdığı 
bilinmektedir. Hepatosit büyüme faktörü, primer 
kültürde hepatositler için en güçlü mitojen ola
gösterilmiştir (Nakamura ve ark., 1989). Diğer büyüme 
faktörlerinin yokluğunda hepatositlerin büyümesini 
tamamen uyarabilmekte (Strain, 1994) ve tek tabakalı 
kültürde hepatosit dediferansasyonunu 
indükleyebilmektedir. Bu, hücrelerin 
reprodüksiyonunun karşılıklı olarak düzenlenmesinin ve 
bunların farklılaşmasının göstergesidir (Hu ve ark., 
1995). Hepatosit büyüme faktörü, sayısız fonksiyona 
sahip bir sitokin olarak bilinmekte ve karaciğer 
rejenerasyonunda rol oynamaktadır (Boros ve Miller, 

itlerin sinüzoidal hücreleri (Wanson ve 
ark., 1979) ve fibroblastları (Michalopoulos ve ark., 
1979) gibi diğer hücre tipleri ile yapılan ko kültürler, 
hepatositlerin yaşamasında gelişmeler sağlamıştır. 

kültürün en başarılı uygulamasınd
safra epitelinden elde edilmiş sıçan karaciğer epitel 
hücreleri kullanılmakta ve bu da Faz 1 ve Faz 2 
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ile birkaç hafta hayatta kalabilmektedir (Lebreton ve 
, , , 

kültürlerin analitik çalışmalarının 
yorumlanmasının zor olması, onların sınırlı alanda 
kullanılmasına neden olmaktadır. Hazırlık metotlarının, 
kültür ortamlarının ve subsratların çeşitli oluşu, bu farklı 
yaklaşımları kullanarak verilerin karşılaştırılmasında 
bazı zorlukların olabileceği anlamına gelmektedir. 
Hepatosit kültürlerinin standardize edilme problemi 
Skett ve Bayliss tarafından detaylıca incelenmiştir 

5.2. Üç Boyutlu Hepatosit Kültür Sistemleri 
Üç boyutlu kültür sistemi kavramı hepatositler söz 

konusu olduğunda, farklılaşmayı teşvik etmek ve 
süspansiyonda çok hücreli sferoidlerin oluşumunu 
arttırmak amacıyla çeşitli çalışmalar yapılmıştır. Bir 
çalışmada, süspansiyon kültürdeki domuz 
hepatositlerinin kültür başlangıcının 24 saati içinde 135 
µm çapındaki agregatları oluşturulmuştur (Sakai ve ark., 
1996). Taramalı elektron mikroskobu (SEM), yüksek 
oranda farklılaşmanın işareti olan bu sferoidlerin tüm 
yüzeyinden yansıyan çok sayıda mikrovillusu ortaya 
çıkarmıştır. Albümin sentezi ve amonyum giderimi 
açısından bakıldığında fonksiyonel ekspresyon seviyesi, 
tek katmanlı kültüre edilen hücrelerin eşdeğer sayısının 

3 katı olduğu da gösterilmiştir. Bu tür veriler, primer 
kültürler ile biyo yapay karaciğer oluşturulmasında ve 
bu alandaki gelişmelerin in vivo in 
vitro toksikoloji çalışmalarına model oluşturmaya 
yardımcı olabileceği dikkate alınmalıdır. Bu açıdan 
domuz sferoidlerinin biyoreaktör ortamında aljinat 
boncukları ile kaplanmış membranlarda d

gösterilmiştir (Fremond ve ark., 1996). Poli
metakrilat (PolyHEMA) kullanılarak sferoid kültürlerinin 
üretilmesi; albümin ve transferrin gibi plazma 
proteinlerinin uzun süreli ekspresiyonun
1992; Sakai ve ark., 1996) ve ekstraselüler matris 
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tetiklediği gösterilmiştir. (Unsworth ve Lelkes, 1998; 
Battle ve ark., 1998). Dönen Damar Duvarı (Rotating 
Wall Vessels) olarak adlandırılan
düşük kayma gerilmeli kültür sistemleri elde etmek 
amacıyla gaz büyüme ortamında meydana gelen 
türbülansı engellemek için kullanılmaktadır (Unsworth 

karaciğer histolojisi ile nispeten büyük doku parçalarının 
in vitro üretimini sağlamıştır (Maguire ve ark., 1998). 

5.3. Kültür İçin İnsan Hepatosit Kaynakları 

potansiyel klinik uygulamaların dışında primer hepatosit 
kültürleri; karaciğer büyümesi, metabolizması ve 
toksikolojisi ile ilgili çeşitli in vitro çalışmalarda önemli 
rol oynamıştır (Strain, 1994). Farklılaşmış hepatositlerin 
önemleri ile birlikte dondurularak saklanmalarının 
(kriyoprezervasyon) ya da uzun süreli kültürde 
sürdürülmelerinin zor olması, iyi derecede farklılaşmış 
durumdaki hücrelerin yetiştirilmesi, saklanması, izole 
edilmesi için çeşitli tekniklerin geliştirilmesini 
sağlamıştır.

İnsan karaciğer dokusuna erişim sınırlıdır ve insan 
süreli kültürüyle 

ilgili olarak domuz veya sıçan hepatositlerinden daha az 

karaciğer ameliyatları (hepatektomi) sırasında elde 
edilen doku örnekleri, karaciğer nakli sırasında alıcıdan 

ciğer kesitleri ve nakledilen organ 
kısımlarını kapsamaktadır. Karaciğer nakli işleminde 
yapılan tam karaciğer perfüzyonunda primer biliyer 

hepatositler izole edilmiştir (Strain, 1994). 1982'den bu 
a, çeşitli gruplar kısmi hepatektomi ameliyatlarından 

elde ettikleri örnekleri perfüze ederek canlı insan 
hepatositlerini yüksek verimle izole etmişlerdir 

faktörleri ve intraoperatif faktörler, perfüze 
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dokunun birim başına düşen hepatosit kütlesinin 
fonksiyonu, kalitesi ve veriminde önemlidir. İn vitro
toksikolojideki değerine ek olarak, klinik uygulamalarda 
primer kültürleri uygulamak için yaklaşımlar geliştirilse 
de bu verilere duyulan ihtiyaç g
artacaktır.

5.4. Hepatik Karakterli Sürekli Hücre Hatları 
Karaciğer karakteristiklerine sahip çok sayıda hücre 

hattı, tümör kültürlerinden izole edilmiş ve onkojenleri 
eksprese eden rekombinant yapılar kullanılarak 
ölümsüzleştirilmiştir (Tablo 1). C3A ve HepG2 gibi bazı 
hepatoma hücre hatları, hepatositlerin tipi
biyokimyasal sentez yolunu sürdürürken, sürekli hücre 
hatlarındaki hepatositler genel olarak doku 
hepatositlerinde bulunan sınırlı sayıda Faz I ve II 
enzimlerini eksprese ederler. Tek hücre hatlarında 
gerçekleşen enzim aktiviteleri, seri halinde yapılan 
pasajlarda zaman içinde değişkenlik gösterebilmektedir. 
Uygulamadaki başka bir sorun da hepatik hücre 
hatlarının diğer hücrelerle kontamine olma (çapraz 
kontaminasyon) riskidir. Chang Karaciğer Hücre Hattının 
tamamen HeLa hücrelerinden oluşması bu
örneğidir (Stacey ve ark., 1992). Birçoğu 
ölümsüzleştirilen yeni hepatosit hücre hatları 
geliştirilmiştir (Werner ve ark., 1999; Allen ve ark., 2000; 
Kobayashi ve ark., 2000; Lee ve ark., 2000). Ancak, çok 
sayıda pasaj geçilmesinin ardından gittikçe farklılaşan 
özellikler geliştirdikleri bildirilen hücre hatları ile 
dikkatli çalışılmalıdır (Kim ve ark., 2000). Parenkimal 
olmayan hücre hatları da tanımlanmıştır ve safra 
epitelinden elde edilen sıçan karaciğer epitelyal hücre 
hatlarının in vitro ortamda süresiz olarak transforme ve 
çoğalma kapasitesi gösterilmiştir. 

Toksikolojinin başlangıcından beri, bir ksenobiyotik 

toksikolojik verilerin yorumlanmasında önemli bir adım 
olarak görülmüştür. Artık, uygulamadan veya kimyasal 
maddelere yanlışlıkla maruz kalmadan kaynaklanan 
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etkilerin genellikle ana bileşikten ziyade hücreler içinde 
oluşan aktif elektrofilik metabolitlerden kaynaklandığı 
kabul edilmektedir. Bu son yıllarda ilaç metabolizması, 
ilaç keşif sürecinin erken evresinde olduğu kadar, daha 
kapsamlı araştırmalar için erken hedef optimizasyonuna 
ve bileşiklerin seçimine de dahil olmuştur. Daha yakın 

rekombinant sistemlerin kullanımı, in vitro
başlayarak in vivo ilaç klirensi ve ilaç etkileşimlerinin 
kantitatif tahminini geliştirmesini sağlamıştır (Ito ve 
ark., 1998). Ayrıca, in vitro

in vitro in vivo
ölçekleme yol
bir ilaç için insan hepatik klirensinin doğru ve kesin bir 
şekilde tahmin edilmesine yardımcı olabilir. (Lave ve 

Karaciğer, çoğu enzimin hepatositlerin içinde en 
yüksek ekspresyon ve katalitik aktivite göstermesi 
nedeniyle metabolizmanın ana bölgesidir. Bu, bu organın 
perfüzyonundan başlayıp tek enzim(ler) ile sonuçlanan, 
azalan karmaşıklık düzeylerine sahip karaciğer 
sistemlerinin, ilaç metabolizması çalışmaları için en 
yaygın in vitro modeli olmasının başlıca sebebidir.  En 
basit model ile yani belirli bir ksenobiyotiğin 
biyotransformasyonundan sorumlu nihai enzim göz 
önüne alındığında, yeni teknolojilerin gelişiminin bu 
alandaki araştırmaları nasıl etkilediğini görmek 
mümkündür. Araştırmacıların çoğu, insan dahil olmak 
üzere farklı türlerde çok çeşitli ilaçların 
metabolizmasında yer alan birincil enzim süper ailesi 
olan sitokrom P450'ler (CYP) üzerinde odaklanmıştır 
(Testai, 2002). Geçmişte, izole edilmiş saflaştırılmış 

anımı, zaman harcanması ve komplike 
saflaştırma ve sulandırma prosedürleri nedeniyle çok 
popüler değildi. Moleküler biyolojideki olağanüstü 
gelişmeler, 1990'larda bakteriler (Gillam, 1998), maya, 
böcekler ve memeli hücreleri gibi birçok farklı heterolog 

sağlamıştır (Gonzales ve Korzekwa, 1995). 
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Tür Hücre Hattı/Adı Açıklamalar 
İNSAN Embriyo hücrelerinden elde 

edilmiştir.
Hepatit B dizileri içerir. Çok çeşitli 
virüslerin izolasyonu için kullanılır 
ve toksikolojide  önemli bir yeri 
vardır.

çeşitli plazma proteinlerini üretir. 

tamamlayıcısıdır. 

ni üretir. C3 ve 
fibrinojenin tamamlayıcısıdır.
Fetal hücreler, histamin ve 
lökotrien salgılar. Ayrıca antijene 
spesifik IgE'ye maruz kaldıktan 
sonra antijene karşı duyarlılığa izin 
veren IgE reseptörlerini eksprese 

NCTC 721'den türetilmiştir. 

çalışmalarında kullanılır ve 
Veziküler Stomatit Virüsüne karşı 
duyarlıdır. 

RAT (SIÇAN) Karsinogenez çalışmalarında 
kullanılır. Ratlarda tümör 
hücrelerinin tümör oluşturmasının 
in vitro ullanıldığında in 
vivo aşılamaya göre daha duyarlı 
olduğu bildirilmiştir.
Transforme edilmemiş (normal) 
hücrelerin birincil olarak 
klonlanmasıyla üretilir. Serumsuz 
kültür koşulları altında mitojen 
benzeri peptidlerin salgılanması 
için not edildi.
Normal karaciğerden üretilmiştir. 
In vitro
çalışmalarında kullanılır.
Fu5 hücrelerinden üretilmiştir. 

dirençlidir ve yüksek oranda 
farklılaştığı bildirilmiştir.

Tablo 1. Hepatik Sürekli Hücre Hattı Örnekleri
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Karaciğer homojenatları ve farklı kaynaklardan 
alınan hücre içi fraksiyonlar, 1960'lardan beri ilaç 
metabolizmasında kullanılmıştır. Mikrozomların 
popülaritesi, karaciğer insan örneklerinin depolanması 
gerekliliğinden dolayı artmıştır (Buratti ve ark., 2003). 
Bozulmamış hepatositler, büyük olasılıkla indirgemeci 
yaklaşım ile in vivo duruma olabildiğince yakın olma 
zorunluluğu arasındaki en iyi uzlaşmayı temsil 
etmektedir. Metabolizma dışındaki toksikolojik sonlanım 

ktalarının araştırılması için tipik olarak izole edilmiş 
bir süspansiyonun tamamlanmamış bir model olarak 
kabul edilebileceği gösterilmiştir. Çünkü katılımı gittikçe 
artan ilgi alanlarına sahip olan parenkimal olmayan 
hücreler çok zayıf bir şekilde temsil 
ve sağlam organlarda toplam hücre sayısının % 20 40'ını 
oluştururlar(Amman ve Maier, 1997). Kısa süreli 
süspansiyon kültüründe taze izole hepatositler, 
karaciğer parankimal hücrelerinin tam metabolik 
yeterliliğini göstermektedir. Bununl
başından itibaren, uzun süreli testlerin (> 24 saat), ilaç 
metabolize edici enzim aktivitesinin ve dolayısıyla 
fenotipte meydana gelen değişikliklerin farklı 
olmasından dolayı hepatositler ile 
gerçekleştirilemeyeceği açıkça anlaşılmıştır (Gu
1998). Bu problemi çözmek için son yirmi yılda, kültür 
ortamının, dimetil sülfoksit olarak hormonlar, büyüme 
faktörleri veya fizyolojik olmayan kimyasallar gibi 
çözülebilir faktörlerin eklenmesiyle modifiye edilmesi 
dahil olmak üzere birçok girişimde bulunulmuştur 

ulaşılabilinmesine rağmen, tüm metabolik 
fonksiyonların sürdürülmesi ile sağkalım sorununa tam 
bir çözüm sağlamamıştır (Selden ve ark., 19

Matrigel, laminin açısından zengin bir jel matrisi 
sandviç kültürleri gibi 

teknikler ve hücre hücre etkileşimlerini yeniden 
oluşturan sıçan epitel hücreleriyle birlikte hepatosit ko
kültürü gibi ekstraselüler matris üzerindeki bağlanma 
ümit verici sonuçlar vermiştir (Donato ve ark., 1991). 
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özellikle insan hepatositleri için uygun olan taze 
karaciğer dokusuna duyulan ihtiyacı azaltmaktadır. Bu 
teknik optimize edilmiş ve kısa süreli metabolizma veya 
toksisite çalışmaları için süspansiyonda tutulan 
kriyoprezervatif hepatositler önerilmiştir (Hengstler ve 
ark., 2000a). Ayrıca, bu hepatositler kullanılarak CYP 
aktivitelerinin indüklenmesi çalışmaları, indüksiyon 

rının tanımlanmasına ve ilaç ilaç 
etkileşimlerinin değerlendirilmesine giden yolu açmıştır 
(Hengstler ve ark., 2000b). Karaciğer dilimleri, doku 
organizasyonu ve hücre hücre etkileşimlerini muhafaza 
etmek daha karmaşıktır (Olinga ve ark., 1997). Karaciğer 
dilimleri, kısa süreli ilaç metabolizması testleri için 
güvenilir bir model olup uyuşturucu metabolizması 
çalışmalarını hem biyokimyasal etkiler hem de 
morfolojik değişiklikler ile birleştirerek histolojik 
inceleme de yapılabilmesini sağlar. Ne yazık ki, birkaç 
saat sonra ilaç metabolizması aktivitelerindeki düşüş 
farklılıkları nedeniyle, kullanımları uzun süreli 
çalışmalar için uygun değildir. Bu in vitro yöntemlerin 
geliştirilmesi oldukça geniş bir veri kümesinin 
toplanmasına olanak sağlamıştır, bu da sonuç olarak in 
vitro in vivo çalışmalarla paralel olarak kullanılmak 
üzere in silico modellerinin oluşturulmasını teşvik 
etmiştir (Ekins ve ark., 2000).

Karaciğer ile karşılaştırıldığında, ekstrahepatik 
dokular için çok sınırlı veriler mevcuttur. Kantitatif 
olarak daha düşük olmasına rağmen, bazı durumlarda 
diğer dokudaki metabolizma son derece spesifik ve 
toksikolojik açıdan uygun olabilir. 

6. İntestinal Hücrelerin In Vitro 
Toksikolojide Kullanımı 

İnsan nüfusu, yutma, soluk alma (inhalasyon) ve 

kalmaktadır. Bununla birlikte bağırsak, terapötik 
ajanların ve çevresel kirletici maddelerin, gıda ve su 
içinde bulunan diğer katkı maddelerinin ağızdan 
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alınmasıyla ksenobiyotiklere büyük ölçüde maruz kalan 
bir organdır. Bu nedenle bağırsak sistemi toksikolojide 

erişim yeri olması açısından önem arz etmektedir. 
Bağırsak mukozasında intestinal kriptlerde bulunan 

ve kök hücre içeren bölümler olması sebebiyle sürekli 
hücre değişimi meydana gelmektedir. Bağırsak 
lümenindeki maddelerin toksik etkileri, kriptlerdeki kök 
hücreleri etkilemekte ve böylece dokunun yenilenme 

tesini ya da hızla değiştirilecek olan proliferatif 
olmayan farklılaşmış hücreleri etkileyebilmektedir. 
Bununla birlikte, ikinci durumda lümen yüzeyini 
kaplayan farklılaşmış hücrelerdeki hücre hasarı, 
lümenden kan dolaşımına büyük ve kontrol edilemeyen 

ansiyel toksik maddelerin girişine izin vererek 
organizma seviyesinde daha zararlı etkilere yol 
açacaktır.

Toksikolojideki önemine ek olarak bağırsaklar, 
terapötik ajanların uygulanmasında genellikle ağız 

önemli bir role sahiptir. Terapötik ajanların bağırsak 
seviyesinde emilim özelliklerinin incelenmesi, yeni ilaç 
formülasyonları için çok önemlidir. Bununla birlikte, tüm 
ksenobiyotiklerde olduğu gibi, terapötik maddeler toksik 
etkiler yaratabildikleri için
açısından son derece önemlidir. 

Ksenobiyotiklerin bağırsak emilimi ve toksisitesinin 
araştırılması, geleneksel olarak deney hayvanlarında in 
vivo yöntemlerle gerçekleştirilmiştir. Sitotoksisite ve 
metabolik çalışmalar da izole edilmiş hücreler veya 
mikrozomal preparasyon kullanılarak sıklıkla in vitro
gerçekleştirilmiştir. In vitro ilaç emilim çalışmalarında 
ise organ kültüründe tutulan izole bağırsak segmentleri 
sıklıkla kullanılmıştır. Bununla birlikte, son yıllarda 
kültürde hücrelerin kullanıldığı yeni in vitro
hem ilaçların emiliminin araştırılması için hem de 
ksenobiyotiklerin toksisite ve metabolizmasının 
incelenmesi için önerilmektedir.
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Kültüre edilmiş hücrelerin daha geleneksel in vitro
modellere kıyasla avantajları arasında insan dokusunun 
kullanılması, hücresel bütünlüğün korunması, hücre
hücre etkileşimleri, yüksek  standardizasyon ve yeniden 
üretilebilirlik bulunmaktadır. Bununla birlikte, doku 
mimarisinin ve hücresel farklılaşmanın korunmasının 
kültürde sağlanması her zaman kolay değildir. 

İzole edilmiş bağırsak hücreleri, iç ve dış çevre 
arasında bağırsak epitelyumuna seçici bariyer özelliğini 
kazandıran polar yapılarını hızla kaybederler. Bağırsak 
lümeni ve bağırsak ortamına bakan plazma membranı 
alanındaki membran proteinlerinin asimetrik dağılımı ve 
yüksek derecede organize olmuş yapılar, sıkı bağlantılar, 
komşu hücrelerin birleşmesi ve iki membran alanının 
birbirinden ayrılması gibi özellikler bağırsak mukozası 
boyunca gerçekleşecek sekresyon, transport
işlemlerine olanak sağlamaktadır (Rodriguez

 Bu özelliklerin in vitro olarak korunması, bu 
hücre tipindeki absorpsiyon, metabolizma ve toksisite 
çalışmaları için özellikle önemlidir.

6.1.  Kültüre Edilmiş Bağırsak Epitel Hücre 
Modelleri  

Bağırsak epitelyumunun karmaşık fonksiyonel ve 
in vitro korunması için 

birkaç farklı yaklaşım denenmiştir. Bunlar arasında:
Primer Hücre Kültürleri,
Normal Dokudan Hücre Hatları,
Düzenleyici Genler ile Transfekte Edilmiş 
Normal Hücre Hatları, 
Tümör Kaynaklı Kurulmuş Hücre Hatları.

6.1.1. Primer Hücre Kültürleri  
Primer bağırsak hücre kültürleri ince bağırsaktan 

edilmekte olup kültürde farklılaşma süresi 3 10 gün 
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arasında değişmektedir. Mezenkimal orijinli dokunun 
altında bulunan epitel hücrelerinin izolasyonu, 
farklılaşma karakterlerinin hızlı bir şekilde 

sına yol açmaktadır. 
Bağırsak morfojenezi ve farklılaşması için epitelyal

mezenkimal temasın gerekliliği günümüzde çok iyi 
bilinmektedir. Aslında, doğum sonrası (postnatal) 
dönemde elde edilen primer kript hücre kültürleri ve 
kript hücre hatları (lEC hücre
1979) villus morfogenezini sağlamak ve çeşitli epitel 
hücre fenotiplerinin ortaya çıkışı ile birlikte tam bir 
hücre farklılaşmasını sağlamak için fetal mezenkim 
tarafından indüklenebilmektedir (Kedinger ve ark., 

 Bu primer hücre modellerinden kısa süreli 
toksisite çalışmalarında yararlanılabilirken test 
şartlarının standardizasyonu, tekrarlanabilirlik ve 
kantitatif değerlendirme kolay olmadığından dolayı in 
vitro toksisite çalışmalarında yaygın olarak 
kullanılmamaktadır. 

6.1.2.  Normal Dokudan Elde Edilmiş Hücre 
Hatları  

Primer kültürlerden zaman zaman yaşlanmaya bağlı 
olan ya da spontan gelişen değişimler olmaksızın birçok 
pasaj boyunca çoğalma ve hayatta kalma yeteneğini 
koruyan homojen hücre hatları elde etmek mümkündür. 

llikle sıçanların ince bağırsaklarından elde edilen bu 
bağırsak hücre hatları, villuslerden çok kriptlere tipik 
olan iyi şekilde farklılaşmamış bağırsak epitelyumunun 
karakterlerini göstermektedir.

IEC hatları, epiteloid morfolojisindeki hücrelerin 
tekrar klonlanmasından sonra yenidoğan 

(neonatal) sıçanların bakterisiz ince bağırsaklarının 
farklı yollarından izole edilmiştir. (Quaroni ve ark., 1979; 
Quaroni ve May, 1980). Benzer şekilde FRIC hatları 
(Plateroti ve ark., 1993); düşük serum içeren, 2 gün 
sonra büyüme maddeleri eklenen besi yerinde 
yetiştirilmiş fetal ince bağırsak eksplantlarından (yapay 
ortamdan yaşatılan doku) izole edilmiştir. Eksplanttan 
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elde edilen hücre kolonileri, yeterince çoğaldığında izole 
lan hücre hatları 

elde edilerek alt klon haline getirilmiştir. IEC 16, IEC 17, 
IEC 18 ve FRIC B hücre hatları; sitokeratinler, organize F
aktin demetleri gibi tipik epitel belirteçlerini, jonksiyonel 

ezrin gibi mikrovillüs proteinlerini eksprese etmektedir. 
Bununla birlikte, bu hücreler fonksiyonel sıkı bağlantılar 
oluşturmamakta veya tamamen polarize bir sütun 
şeklinde morfoloji geliştirmemekte, ince bağırsak 
disakkaritleri ve peptidazları yüksek dere
etmemektedirler. Karakteristik özellikleri açısından 
intestinal kriptlerin proliferatif hücrelerininkilere 
benzeyen bu hücre dizilerinin bazıları, farklı 
ksenobiyotiklerin daha az farklılaşmış kript hücreleri 
üzerindeki etkilerini belirlemeyi amaçlayan in vitro
toksisite çalışmalarında kullanılmaktadır. Bu hücre 
hatlarını kullanan bazı temsili çalışmalar Tablo 2'de 
listelenmiştir. 
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HÜCRE 
HATTI 

İÇERİK  İNCELENEN 
PARAMETRE 

REFERANS 

Bakır, çinko, Hücre çoğalması,   

Hücre büyümesi.

Canlılık; LDH 
salınımı; MT 

Canlılık; Bariyer 
fonksiyonları.

emülsiyonu
Tek tabakalı 
bütünlük ve hücre 

timidin alımı; 
51Cr salınımı, 
hücre morfolojisi. 
Hücrenin hayatta 
kalması; parakuat 
alımı ve poliamin 
alımının rekabeti.
Canlılık; cAMP 

akışkanlığı; 

Hücre çoğalması.

Tablo 2. Bağırsak Hücre Hatları ile Yapılan Hayvan 
Kökenli Toksikolojik Çalışmalar

Bu hücre hatlarının olgunlaşmış ince bağırsak villus 
hücrelerine daha fazla farklılaşmasını sağlayan koşulları 
bulmak için yapılan çalışmalar arasında IEC 17 hücre 
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tabakalarının mezenkimal hücrelerle heterojen temas 
varlığında yetişkin sıçanların böbrek kapsülü altına 
implante edilmesiyle farklılaşmaya uğrayabileceğinin 
gösterilmesi sayılabilir. Farklı araştırma grupları, daha 
fazla farklılaşma elde etmek amacıyla normal bağırsak 
hücre hatlarının düzenleyici genler ile transfeksiyonu 
yöntemini de kullanmışlardır. 

6.2.  Ksenobiyotikler, Doğal Toksinler ve 
Patojenik Mikroorganizmaların 
Toksisitesi Çalışmalarında İnsan Hücre 
Hatlarının Uygulanması 

Polikarbonat ya da diğer benzer materyallerden 
yapılmış mikro gözenekli kültür destekleri sayesinde 
daha fazla farklılaşmış bağırsak hücre hatları 
büyütülebilmektedir. Tek tabakalı olarak büyüyen kültür 
desteği üzerindeki hücreler, basolateral (BL) besi ye
apikal (AP) besi yerinden hücreler ve mikroporlu filtre 
ile ayrıldığı yerde iki bölmeli bir sistem oluşturmaktadır.  
Bu düzenleme, in vivo olarak bağırsak mukozasının 
yapısal organizasyonunu yeniden üretmekte, hücre 
polaritesinin gelişmesini ve besin maddelerinin vektörel 
taşınmasını desteklemektedir. Bu destekler, in vivo
ortamda bağırsak lümenine karşılık gelen AP yüzeyine 

in vivoda bağırsak yüzeyi, vasküler ve limpatik 
sistemlere bakan yüzey olan BL yüzeyine besin 
maddelerinin veya diğer maddelerin iyi erişilebilirliğini 
sağlamaktadır (

Bu sistemden toksisite ya da transport çalışmalarında 
yararlanmak için sıkı bağlantıların fonksiyonel 
kapanmasını ve bütünlüğünün deney öncesinde ve 
deney boyunca görüntülenmesi ger
tabaka hücrelerin sürekliliği, bitişik hücrelere katılan ve 
zıt kısımdaki hücreler arasındaki maddelerin spesifik 
olmayan pasajlarını engelleyen oluşumlar tarafından 
sağlanmaktadır. Bu, tek hücre tabakasının TEER (trans

l direnç) 'inin (Ranaldi ve ark., 1994) 

mannitol gibi hücre dışı boşluk işaretleyicilerinin tek
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tabakası boyunca geçişinin (De Angelis ve ark., 1998; 

ölçülmesiyle başarılabilir.

ortamına yerleştirilen bir çift Ag/ AgCI elektrot 
kullanılarak filtrenin ve hücre tek tabakasının elektrik 
direncini ölçerek uygulandığı için hızlıdır. Konfluent tek 
hücre tabakalarının oluşturulması ve bunu takip eden 
farklılaşma süreci sırasında TEER değerleri, tam gelişmiş 
ve fonksiyonel sıkı bağlantıların oluşumuna karşılık 
gelen denge durum değerlerini elde etmeden önce bir 
zirveye ulaşmaktadır. Aynı periyotta, hücredışı boşluk 

eçlerine geçirgenlik, kademeli olarak farklılaştıktan 
sonra düşük ve sabit bir değere ulaşmaktadır.

Sıkı bağlantıların geçirgenliği değiştirilebildiğinden 
ve ksenobiyotiklerin toksik etkileri tarafından bozulan 
tek hücre tabakasının bütünlüğü ksenobiyotikl
toksik etkileri nedeniyle zarar görebildiğinden bu 
yöntemlerin bazıları son zamanlarda kültürlenmiş 
bağırsak hücre hatları üzerinde farklı maddelerin 
subletal etkilerini değerlendirmek için kullanılmaktadır.

6.2.1. Bağırsak Hücre Hatlarında 
Sitotoksisite Çalışmaları 

Tümör kökenli insan hücre hatları, sitotoksisite 
çalışmaları için giderek daha fazla kullanılmaktadır. Bu 
çalışmalarda uygulanan testler, daha geleneksel in vitro
toksisite analizlerinden (morfoloji, canlılık, protein 
sentezi, oksijen tüketimi, vb.) sıkı birleşimsel geçirgenlik, 
taşıma aktiviteleri, sitoskeletal protein ekspresyonu, 
lokalizasyonu ve aktiviteleri gibi bağırsak 
fonksiyonlarının spesifik analizleri yönünden değişiklik 
göstermektedir. Bağırsak hücre hatlarının 

k uygulamaları üzerine kapsamlı 
incelemeler yayınlanmıştır (Zucco, 1993; Zucco ve 
Stammati, 1993). Bağırsak epitel hücrelerinin morfolojik 
organizasyonunun ve polaritesinin kültürde korunması, 

rı üzerinde çalışmalar yapılmıştır (Falkow 
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6.2.2.  Bağırsak Hücrelerinde Subletal 
Toksisitenin Bir Göstergesi Olarak Sıkı 
Jonksiyonel Geçirgenlik 

Ksenobiyotiklerin ağızdan emilimi, vücuttaki 
kaderleri için kritik bir faktördür ve esas olarak bağırsak 
epitelyumu boyunca geçişleri ile kontrol edilmektedir. 
Bağırsak mukozasının bariyer fonksiyonu, bitişik 
epitelyal hücrelerin birleştirilmesiyle oluşan sıkı 
bağlantılar, iyi düzenlenmiş yapıların varlığı ile yüksek 
oranda organize edilmiştir. Bununla birlikte, sıkı 
bağlantılar mutlak bir difüzyon bariyeri değildir; fakat 
yarı geçirgendir ve bir anlamda işaretleyicinin yüküne ve 
moleküler ağırlığına (MA) bağlı bir şekilde yayılımı 
kısıtlayan difüzyon işlevini yerine getirmektedir. Ayrıca 
hücreler arası geçirgenlik, farklı fizyolojik ve patolojik 
uyaranlarla düzenlenmektedir (Madara, 1998; Mitic ve 

Bu yüksek derecede düzenlenmiş sistem toksik 
etkilerle bozulduğunda, sitotoksisite bağırsak 
hücrelerinin kaybına yol açmadan önce sıkı birleşme 
yapısının değişmesi, hücreler arasındaki lateral 
boşluklardan submukozal boşluğa ve kan dolaşımına 
geçmesine neden olabilmektedir. Bu nedenle, sıkı 
bağlantı üzerindeki ölümcül etkilerden kaynaklanan 
mukozal geçirgenlik değişimleri, sistemik düzeyde daha 
yaygın bir toksisiteye yol açabilmektedir.

Fonksiyonel sıkı bağlantıların kurulması, hücre dışı 
kalsiyum seviyeleri gibi henüz yeterince anlaşılmamış 
birkaç faktöre bağlıdır. Hem sıkı birleşme yapısına hem 
de düzenlemeye katkıda bulunan çeşitli proteinler 
tanımlanmıştır ve günümüzde jonksiyonel birleşim ve 
bariyer fonksiyonlarının tirozin kinazlar, hücre içi 

kalmodulin, cAMP ve fosfolipaz C dahil olmak üzere 
klasik ikincil habercilerin ve sinyal yollarının tümünden 
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etkilendikleri iyi bilinmektedir. Ek olarak, sıkı birleşme 
yapıları sitoskeletonla bağlantılı olduğundan her türlü 

ktin bozukluk, hücreler arası bariyerin 
geçirgenliğini değiştirecektir (Madara, 1998; Mitic ve 
Anderson, 1998). Bu nedenle birçok faktörün sıkı 
birleşme yapısında ve özelliklerinde meydana gelen 
değişimlere katkıda bulunması TEER değerlerinde 
düşüşe neden olmaktadır.

TEER değerleri, sıkı bağlantıların yapısında değişik 
olarak kendini gösteren erken subletal epitel 
toksisitesinin bir indikatörü olarak birçok çalışmada 
kullanılmıştır (Hecht ve ark., 1988; Tang ve ark., 1993; 

Ferruzza ve ark., 1999). Sıkı bağlantılar genellikle 
hücreler arası çözülme hareketini sınırladığı için TEER 
sıkı jonksiyonel geçirgenliğin bir göstergesi olarak 
sıklıkla kullanılmaktadır. 

inülin (MA: 4000) gibi hücre dışı boşluk 
işaretleyicilerinin transepitelyal akışının ölçümleri, sıkı 
bağlantıların geçirgenlik karakterleri
uyarıcıların etkilerinin belirlenmesinde yaygın olarak 
kullanılmaktadır. Yapılan çalışmalar da toksik zararı 
takip eden sıkı bağlantıların açılma derecelerini 
değerlendirmek amacıyla farklı moleküler ağırlıklardaki 
belirteçlerin geçişi karşılaştırılmıştır. (De Angelis ve ark., 

Sıkı bağlantılar üzerindeki belirli bir toksik 
bozulmanın etkisinin ne kadar geri çevrilebileceğini 
belirlemek için Caco 2 hücrelerinin kullanıldığı bazı 
çalışmalar, toksik tedavinin sonunda ve tam bir büyüme 
döneminden sonra TEER değerlerini ölçerek iyileşme 
deneylerini rapor etmiştir (Sakai ve ark., 1998b; 
Ferruzza ve ark., 1999). Literatürde sıkı jonksiyonel 
geçirgenliğin regülasyonu ile ilişkili olduğu bilinen bazı 
hücre içi fonksiyonlar ile TEER'deki ve hücreler arası 
akışlardaki değişiklikleri ilişkilendirerek sıkı birleşme 
seviyesindeki toksisite mekanizma sorunlarının ele 
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alındığı çalışmalar bulunmaktadır. F aktinin ve bazı sıkı 
birleşme proteinlerinin yeniden dağıtımı ile birlikte, 

paraselüler akış değişikliklerinde izlendiği gibi 
sıkı bağlantıların değişimleri arasında bir korelasyon 
olduğu bildirilmiştir (Schipper ve ark., 1997; De Angelis 

Başka bir çalışmada, reaktif oksijen türlerinin sıkı 
birleşmeler üzerindeki etkileri, protein tirozin 
fosforilasyonundaki değişikliklerle ilişkilendirilmiştir 

 Sıkı bağlantılar üzerindeki toksik 
etkiler şu şekillerde olabilmektedir:

Sıkı birleşim halindeki protein bileşenleri ile 
doğrudan etkileşmeleriyle, 
Sıkı birleşme geçirgenliğini etkilediği bilinen 

Sıkı birleşmeye bağlı sitoskeleton proteinleri 
üzerindeki doğrudan ya da dolaylı etkilerle.

7. Sonuç 
Toksikoloji alanında çalış

ile ilacı ayıran dozdur." sözünü bilir. Kimyasal tehlikeleri 
değerlendirmeden önce potansiyel maruziyetin 
bilinmesi veya tahmin edilmesi kimyasal güvenlik 
değerlendirmesi için kesinlikle bir anahtar noktadır. In 
vitro çalışmalarda, bileşiğin uygulanan 
konsantrasyonunun söz konusu hedef organın 
çevresindeki plazma konsantrasyonunun bir temsili 
olduğu varsayılarak çok önemli deneysel hatalar 
yapılmıştır. Zarara dozun miktarının sebep olduğu kabul 
edilirse bütün organizma için farmakokinetik prensipler 
ile ilgili doku için dozlar belirlenmelidir. Bu muhtemelen 
göz ardı etmekten daha fazlası olan tembellik 
faktöründen kaynaklanmaktadır. In vitro
edilen sonuçların risk değerlendirmesi için uygulanması, 
uygulanan bileşiğin serbest konsantrasyonunu ve 
maruziyet süresi boyunca hücre içi konsantrasyonunu 

ettiğimiz tehlikenin endişelenecek bir şey olup olmadığı 
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hakkında hiçbir fikrimiz olmaz. Ayrıca, herhangi bir 
in vitro in 

vivo tahmini yapamayız. Biyokinetiğin ele alınmadığı 
durumda risk değerlendirmesi için yapılan tüm 
faaliyetler işe yaramamakta ve bu şekilde düzenleyici 

rin kabulünü almak çok zor olmaktadır. Tüm in 
vitro çalışmalarda bu karmaşıklık seviyesine ihtiyaç 
yoktur; aksine, mümkün olan en basit sistemi kullanmak 
için iyi bir sebep vardır. Ancak, modellere sunulan 
karmaşık soruların çoğu, in vivo benzeri yanıtlar 
dolayısıyla fizyolojik davranışları, yani organ 
işlevselliğini, hatta belki de organlar arası işlevselliği 

in vivo koşulların 
simülasyonu için gerekli olmasına rağmen, sonuçta 
tamamen farklılaşmış ve yanıt veren kültü
için tanımlanmış koşulların oluşturulabileceği ve 
bunların tepkilerinin, reseptör fosforilasyonu gibi basit 
bir kimyasal sinyal ile izlenebileceği düşünülmelidir. Gen 
ifadesinin izlenmesi için mevcut olan yerinde teknikler 
ve çıktıyı kaydetmek için kullanılabilir kantitatif görüntü 
analizi ile, toksik maddelerin etkisi hakkında daha fazla 
bilgi olduğunda oldukça karmaşık tepki analizleri 
üretmek daha uygun olabilir. Son yıllarda deneysel 
model ve teknolojilerin ithal edilmesinde, diğer bilimsel 
alanlarda farklı amaçlarla geliştirilmesinde, toksisite 
testi için bunların onaylanmasında ya da optimize 
edilmesinde ve daha sonra risk değerlendirmesi için 
yapılan tüm çabalar bu yöne doğru ilerlemektedir. 
Ayrıca, toksikologların aslında toksisite mekanizmalarını 
anlamaya çalıştıkları kapsamlı temel araştırmalar, 
sadece bilime büyük bir katkı sağlamakla kalmaz, aynı 
zamanda yeni testlerin geliştirilmesine daha sağlam bir 
zemin verir. Purchase (1997) tarafından belirtildiği gibi ‘‘ 

in vitro yöntemlerin geliştirilmesi için gerekli olan 
içgörüyü sağlayacak olan hücre ve moleküler biyolojinin 
bilime dayalı anlayışıdır”. Buna göre, sadece bizim 
alanımızdaki en yeni ve gelecek vaat eden trendleri takip 
etmemeli, aynı zamanda diğer bilim alanlarında neler 

p bittiğine dair sürekli takipte olmalıyız.
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in vivo koşulların 
simülasyonu için gerekli olmasına rağmen, sonuçta 
tamamen farklılaşmış ve yanıt veren kültü
için tanımlanmış koşulların oluşturulabileceği ve 
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bir kimyasal sinyal ile izlenebileceği düşünülmelidir. Gen 
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sadece bilime büyük bir katkı sağlamakla kalmaz, aynı 
zamanda yeni testlerin geliştirilmesine daha sağlam bir 
zemin verir. Purchase (1997) tarafından belirtildiği gibi ‘‘ 

in vitro yöntemlerin geliştirilmesi için gerekli olan 
içgörüyü sağlayacak olan hücre ve moleküler biyolojinin 
bilime dayalı anlayışıdır”. Buna göre, sadece bizim 
alanımızdaki en yeni ve gelecek vaat eden trendleri takip 
etmemeli, aynı zamanda diğer bilim alanlarında neler 
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Yeni yaklaşımların titiz kalite güvencesi ve 
raporlaması, uygulamalarını rutin kullanıma ulaştırır, bu 
da onları amaca uygun hale getirir, güvenilirliği ve 
tekrarlanabilirliği arttırır. Ticari kullanılabilirlikle
ortaya çıkan piyasa güçleri, bunları doğrulama ve 
kullanıma geçirme açısından önemli olacaktır. Geleceği 
tahmin etmeye çalışmak her zaman için riskli bir 
görevdir. Ancak, tartışılan konular ileriye dönük in vitro
sistemlerin gelişimini yönetebilecekt
hücrelerine daha çok odaklanmamız, mekanizmaları 
daha iyi anlamamız, sublethal zararların 
biyobelirteçlerinin geliştirilmesi ve biyokinetiği göz ardı 
etmeyi bırakmamız gerekmektedir. 

İnsan pluripotent kök hücreleri için kültür 
in geliştirilmesi, başka bir in vitro hedeftir. İlk 

olarak, insan ve fare blastokistlerinin iç hücre 
kütlesinden türetilen embriyonik kök hücrelerin, üç 
embriyonik germ katmanını temsil eden hücre tiplerine 
in vitro olarak ayırma yeteneği gösterildi. Uygun kültür 
koşulları altında, bu hücrelerin bazıları, miyokardiyal 
hücrelere kendiliğinden farklılaşabilmektedir. Bu 
yetenek teratojenik kimyasalların değerlendirilmesinde 
in vitro bir yöntem geliştirmek için kullanılmıştır 
(Spielmann ve ark., 1998). Dahası, 
araştırmalar, yetişkin dokulardan gelen hücrelerin, 
ilişkisiz doku hücrelerine transdiferansiyasyon 
yapabildiğini de bildirmektedir. Örneğin, tüm kemik iliği 
hücreleri, iskelet kası, karaciğer, kalp kası, endotelyal 
hücrelerde farklılaşabilirken; nöronal kök hücreler kan, 
embriyonik dokular ve iskelet kası oluşturabilir (Goodell, 
2001). Bu bulgular bilimsel toplulukta güçlü bir beklenti 
ve potansiyel klinik uygulamaları için çok umut 
vermiştir; bununla birlikte, pratik kullanımlarından önce 

fazla iyileştirme yapılması gerekmektedir. Ayrıca 
iPSC'lerden (indüklenmiş pluripotent kök hücre) 
üretilen hücreler kullanılarak hasta duyarlılığını, 

bireyden elde edilen bir hücre tipinin kültüre ed
aynı zamanda karmaşıklığı arttıracak ve bilim dünyasını 
vücutta çip kullanımı prensibine yaklaştıracaktır. In vitro
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test sistemlerinin artan karmaşıklığı kaçınılmaz olarak 
verimi düşürmektedir. Bu yüzden binlerce bileşiği test 
etmek için planlı bir stratejiye ihtiyacımız olacaktır. 
Yakın gelecekte, bu tür test stratejileri tamamıyla 
kişiselleştirilmiş farmakolojiye ve kişiselleştirilmiş 
toksikolojiye dönüşecektir. İlaç etkinliğini ve toksisiteyi 
direkt olarak hedef hastanın hücrelerinde ve 
dokularında test edebilmek, ilaç endüstrisinde devrim 
yaratacaktır. Sonuç olarak, in vitro toksikoloji hızla 
gelişmekte olan bir bilimdir ve daha etik olduğu için 
değil, daha iyi olduğu için hayvansal testlerin yerini 
alarak gelecekteki insan kimyasal güvenlik 
değerlendirme rejimlerinin temelini oluşturacaktır.

Kaynaklar 
 

in 
vitro

İn vitro
–

 Alépée N, Bahinski T, Daneshian M, De Wever B, 

McVey E, Landsiedel R, Leist M, Lübberstedt M, Noor 
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Cell Culture Methods for İn vitro 
Toxicology
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 MİKRO ELEKTROMEKANİK SİSTEM (MEMS) 
GYROLARI KULLANILARAK ÜÇ BOYUTLU 

SİSTEM KONTROLERİNİN YAZILIMI VE 
ELEKTRONİK DEVRE TASARIMLARININ 

GELİŞTİRİLMESİ 

        

Ömer Faruk YILMAZ1,  
Hamdi ERCAN2,  
Muharrem Selim CAN3 

Giriş 
3B programların, kullanıcı sayısının ve kullanım 

sürelerinin artması ile birlikte 3B program kontrolü 
üzerine çalışmalarda artmaktadır. 3B programların 
kontrol performansının artırılması üzerine birç
çalışma yapılmıştır. 3B programın kontrolü 
incelenmiştir. Temin edilen Atalet Ölçü Birimi ( 

IMU) örnekleme adedi ve doğruluğu 
bakımından incelenmiştir. IMU’nun
haberleşme protokolü hazırlanmış ve denetlenmiştir. 
Hedeflenen tolerans aralığında gerekli değerler 
okunabilmiştir. Gerekli gömülü yazılım C++ dilinde 
geliştirilir ve mikrodenetleyiciye yüklenerek testler 
yapılır.

Böylece hedeflenen tolerans değerleri aralığında 
işlenmiş veri elde edilebilmiştir.  Böylelikle gömülü 

(Z) açıları 
40ms (milisaniye) aralıkla gönderilebilmiştir. Üç eksenin 
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açı bilgileri Unity’de C# dili kullanılarak geliştirilen 
yazılım ile okunarak anlamlı hale getirilmiştir Sonuç 
olarak, 3B nesnesinin kontrolü başarılmıştır (Guern, 

MEMs Pozisyon Dinamik Denklemleri 

İvmeölçer 
İvmeölçerler üzerine düşen yer çekimi ivmesini veya 

dinamik (aniden hızlanma veya durma) ivmeyi ölçerler. 
Sensörden alınan değer      veya yer çekimi ivmesi 

 ) türünden ifade edilir. 
Fakat neredeyse bütün uygulamalarda yerçekimi ivmesi 
türünden değer üretilmektedir. Uzayda veya yerçekimsiz 
alanda bulunulmaksızın dünyadaki bir sensör
üzerine 1 ‘ yerçekimi kuvveti etki etmektedir. Bu 
değer de bilindiği üzere 9.80665      

sensörün hangi enlemde olması ile değişse de bu yazıda 
ekvator çizgisi baz alınarak hesaplamalar 
gerçekleştirilecektir. Ölçü skalası               
değerler ile ifade edilmektedir. 

Uzayda yerçekimi etkisi olmadığından her nesnenin 
ağırlığı sıfırdır. Şekil 1’de görüldüğü üzere yerçekimi 
bulunmayan kutunun ortasında bir küre olduğu 
varsayılmak üzere küre herhangi bir yüzeye temas 
etmeden durağan bir şekilde varlığını sürdürmektedir. 

Şekil 1. Kürenin yerçekimsiz ortamdaki durumu 
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Kutuyu +X yönünde   kuvveti ile hızlandırılması 
durumunda küre kutunun –X yüzeyine eylemsizlikten 
dolayı   ’lik kuvvet uygulayacaktır. Bu durum Şekil 2’de 
ifade edilmiştir.

Şekil 2. Yer çekimsiz ortamda

Fakat kutu Dünya ortamına getirildiği durumda 
Dünyanın   ’lik yer çekimi kuvveti küreye etki eder. 
Böylece küre –Z yüzeyine   ’lik kuvvet uygulayacağı 
Şekil 3’te görülebilmektedir.

Şekil 3. yer çekimli
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İvmeölçerlerde benzer bir şekilde çalışmaktadır. 
İvmeölçerin yüzeyleri basınca ( 

ivmeölçer bu tepkiyi ölçerek değer üretir. Sensörün
yeryüzü ile yaptığı açı ile örün yüzeylerine 

geçirilmesi ile sensörün
hesaplanabilmektedir. Örnek vermek gerekirse, sensör
45 derece yatırıldığında – –Z yüzeylerine     
sayılık kuvvet uygular bu kuvvet       ’ye eşittir. Söz 
konusu örnek Şekil 4’te gösterilmektedir.

Şekil 4. Kutunun 45 derecelik açıyla durması durumu
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Ömer Faruk YILMAZ, Hamdi ERCAN, 

Kartezyen Sistemde İnceleme 

Şekil 5. İvmelenmenin vektörel
gösterimi

 vektörü sensöre etkiyen kuvvet vektörüdür.  
örünün         olmak üzere üç bileşeni 

bulunmaktadır.  vektörü aşağıdaki denklem ile 
hesaplanır.
                

        değerleri bilindiğinde X, Y ve Z eksenleri ile 
arasındaki açı değeri bulunabileceğinden yeryüzüne göre 
pozisyonu da bulunabilmektedir. Bunu bir örnekle 
anlatmak konuyu anlaşılır kılacaktır.

Sensörün 3V3 gerilim ile beslendiği ve 10bit‘
Analog Dijital Dönüştürücü (Analog Digital Converter, 
ADC) kullandığı varsayılmaktadır. Sensör
değerler üretmektedir. Bu değerler önce voltaj 
değerlerine ve sonrasında  değerine dönüştürülmesi 
gerekmektedir. Böylece trigonometrik fonksiyonlar ile 
açısal değerlere çevrilebilir. Alınan bir örneklemenin 
değerleri aşağıdaki Tablo 1’de gösterilmektedir.
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Tablo 1. 

Değer
        
        
        

Yukarıdaki değerler ham değerlerdir ve voltaj olarak 
ifade edebilmek için Denklem (2) kullanılmaktadır.

                 
                  

              
              

              
              

              
              

Hesaplanan yukarıdaki değerler  türünden ifade 
edilmelidir. Her ivmeölçerin   ‘de ürettiği sabit bir 
gerilim değeri vardır ve Zero G değeri ismi ile 
anılmaktadır. Bu değer genellikle      
hesaplanır. Bununla birlikte kullanılan ürünün 
kılavuzunda bu değer belirtilmektedir.
          

       

Sensör hassasiyet bilgisi ürün kılavuzunda
Bu örnek için aşağıdaki değer kullanılmıştır.
                      

Böylece eksenlere uygulanan  

   
((          

                  )       )

            
((            )      )

              

   
((          

                  )       )

            
((            )      )

               

   
((          

                  )       )

            
((            )      )
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Şekil 6.Vektörel ivmelenmenin eksenlere izdüşümü

Şekil 6’da gösterildiği gibi R vektörünün X, Y ve Z 
tığı açılar Denklem (6

                 
                
                 
              
              
              

Jiroskopların Vektörel İncelenmesi 
Bir nesnenin bir eksen etrafındaki dönüş hızı 

Dakikada Dönüş Sayısı (Revolutions Per Minute, RPM) 
olarak veya saniyedeki dönüş derecesi              
olarak ifade edilmektedir. İvmeölçerlerde olduğu gibi bir, 
iki veya üç eksende ölçüm yapan türler
Genellikle IMU’ ivmeölçer ve Jiroskopu bünyesinde 
beraber barındırır. Jiroskopların mantığı ve sonuç 
değerleri Şekil 7’deki model üzerinden anlaşılabilir.
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Şekil 7.Vektörün dairesel hareketinin eksenlere 
izdüşümü

İki eksen Jiroskop kullanıldığında R vektörünün XZ 
uzayındaki izdüşümü , YZ uzayındaki izdüşümü ise 

olduğu görülmektedir. Bu vektörler Denklem 
(12)’deki Pisagor denkleminden hesaplanabilir.

            

Vektörlerin Z ekseni ile yapmış oldukları açılar    
   ‘ . Jiroskoplar temelde dönüş hızını ölçerler ve 

dönüş hızı zaman ile çarpıldığında sonuç dönüş açısını 
  anındaki açı       anınki açı      

dönüş hızı 
                           
Sensörden alınan değerlerin dönüş hızına çevrilmesi 

için ise Denklem (14) kullanılır.        Dönüş hızını, 
         jiroskoptan okunan ADC değerini, 
         sıfır voltaj değerini ve            
hassasiyeti göstermektedir.

         (              
                   )             
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Atalet Ölçü Birimi ( Inertial Measurement 
Unit - IMU) 

vmeölçerler tek başına yeterli, güvenli ve 
net bilgi vermediklerinden dolayı iki sensör
birleştirilerek yönelim, hız ve pozisyon bilgileri tek bir 
üniteden alınır ki bu üniteye IMU( 

İvmeölçerler kuvvete karşı aşırı duyarlı olmalarından 
dolayı en küçük titreşimlerde dahi yüksek gürültüler 

etkilenmezler. ivmeölçer çıkışlarının filtrelenmesinin 
sonucu Şekil 8’de gösterilmiştir.

Şekil 8.İvmeölçer çıkışının filtrelenmiş ve filtrelenmemiş 
sinyal eğrileri

Filtreleme için kullanılan pek çok filtreleme 
algoritmaları bulunmaktadır. En yaygın olarak 
kullanılanı ise kalman filtresidir. Sistemin bir önceki 
çıkışları ile yeni ölçülecek çıkışlarının tahmin edilmesi 
mantığı ile çalışmaktadır (Çayıroğlu, 2012).

Kalman filtresi algoritması Denklem (15
denklemleri ile açıklanabilir.
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Kalman kazancı Denklem (15) ile hesaplanır.
       

      

Kalman değeri Denklem (16) ile hesaplanır.
                     

Kalman değeri hesaplandıktan sonra bir sonraki 
hesap için yeni değeri hesaplanmalıdır [2].

            

3B Nesnenin Kontrolü ve Donanım İle 
Bilgisayar Haberleşmesi 
IMU’dan alınan değerlerin 

algoritmadan geçtikten sonra elde edilen işlenmiş veriler 
bilgisayara ulaştırılır. Bu işlem için 
kullanılmıştır. Bu haberleşme için 115200 

belirlenmiştir.
Elde edilen X, Y ve Z açı değerden 

değerine çevrilerek aralarına kesme karakteri olarak ‘#’ 
belirlenmiştir. Oluşturulan yeni değer 
dizinine çevrilmiştir. Veri iletim güvenliği için dizinin 
başına 0X68 ve Infactdata’nın uzunluk değeri 
eklenmiştir. Dizinin sonuna ise değeri ve 0X16 
eklenmiştir. Elde edilen bu dizin oluşturulan 
bilgisayara gönderilmiştir.

Bilgisayar tarafında ise kontrol edilecek nesne olarak 
r adet uçak ve 3B uzayında kontrol edilecek nesnenin 

kontrol edildiğinin algılanması için sabit nokta referansı 
olarak çerçeve tasarlanmıştır. programı ile 
tasarlanan 3B nesneler Blender programı ile 
ölçeklendirilmiş ve kartezyen düzleminde gere
pozisyona oturtulmuştur. Konumlandırılan 3B nesnesi 

formatında çevrilmiştir. programına formatlı 
3B nesneler aktarılmıştır. Tasarlanan 3B uzayı Şekil 9’da 
gösterilmektedir.
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Ömer Faruk YILMAZ, Hamdi ERCAN, 

Şekil 9.Unity programı arayüzü

Kontrol programı ile yazılmıştır. Kontrol 
edilecek 3B nesne için sınıfı
oluşturulmuştur.  Bu sınıfın içine 3B tasarlanmış 
nesnesi atanmıştır. 
sistemine olan açıları 

değişkenlerde tutulmaktadır. 
okunan ve hedef alınan açı 

değerleri ise 
değerlere atanır. Seri 

haberleşme için sınıfından
oluşturulmuştur. 

üzerinden okunarak anlamlı hale getirilen 
açısal değerler hedef açılara kaydedilmiştir. 
‘tan okuma akış diyagramı Şekil 10’da, algoritma kodları 
ise aşağıda belirtilmiştir.

Şekil 10.Veri okuma akış diyagramı
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Şekil 11 Veri Okuma kodları
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Şekil 11 Veri Okuma kodları

Ömer Faruk YILMAZ, Hamdi ERCAN, 

Böylelikle okunan veri değişkenine 
atanmıştır. Okunan veri analiz edilerek sentezlenmek 
için açısal değerleri ayıklamak üzere 
isimli metoda gönderilir. Söz konusu analiz akış 
diyagramı Şekil 12’de, kodlar ise aşağıda yer almaktadır.  

Şekil 12.Veri analizi akış diyagramı
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Şekil 13. Veri analizi kodları
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Şekil 13. Veri analizi kodları

Ömer Faruk YILMAZ, Hamdi ERCAN, 

Aşağıdaki işlem ile fark açılar hesaplanarak 3B 
işlemi gerçekleştirilmiştir.

Yukarıdaki işlem her eksen için saniyede 40 
milisaniyede bir olmak üzere 25 hertz frekansta
gerçekleşmektedir. Bu işlem Update() metodu içerisinde 
gerçekleştirilir. Bu metodun akış diyagramı Şekil 12’de, 
kodları ise aşağıda yer almaktadır.

Şekil 14.3B nesne pozisyon güncellemesi akış diyagramı

Şekil 15. 3B nesne pozisyon güncellenmesi kodları
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Sonuçlar 
Mikro Elektromekanik Sistem jiroskop ve ivmeölçer 

barındıran IMU’dan atalet ve dönü değerleri elde 
edilebilmesi için gerekli elektronik tasarım 
gerçekleştirilmiştir. IMU tarafından üretilen analog 
değerlerin açısal birimlere dönüştürülebilmesi için 

algoritmaları C++ programlama dilinde geliştirilmiştir. 
Aynı zamanda elde edilen atalet değerlerinin gürültüsü 

yöntemi ile optimize edilmiştir. Böylelikle 
ani dairesel hareketler yumuşatılarak kararlı hale 
getirilmiştir. Elde edilen açısal değerler 
programında geliştirilen 3B arayüz programı ile 
ilişkilendirilerek 3B nesne üzerindeki etkisi 
gözlemlenebilmiştir. Donanım 
bilgisayardaki 3B nesne grafiği aynı 
oturtulması sonucuna ulaşılmıştır.

Kaynaklar 
 D’utilis

D’un

 İbrahim Çayıroğlu(2012). Kalman Filtresi ve 
Programlama, Karabük Üniversitesi, Mühendislik 
Fakültesi, Mühendisliği
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LQR VE PID KONTROL METOTLARI  
KULLANILARAK BİR İNSANSIZ 

 HAVA ARACININ RÜZGAR  
ETKİSİNDE KONTROLÜ 

 
 

Muharrem Selim CAN1 ,  Hamdi ERCAN2 

 

Giriş 
Bu çalışmanın amacı, İnsansız Hava Araçlarında (İHA) kullanılan 

kontrol metotlarının bozucu etkenlere olan dayanıklılıklarının 
karşılaştırılmasıdır. İHA’ların uçuşunu birçok dış kaynaklı bozucu etkiler 
olumsuz yönde etkilemektedir. Bu dış etkilerden bir tanesi rüzgardır. 
Rüzgar etkisi, İHA’nın uçuşu sırasında istenmeyen bir bozucu etkidir.  Bu 
amaçla, İHA’nın bozuculara karşı cevaplarının test edilmesi için PID ve LQR 
kontrolcüler modellenmiştir. İHA’ların kontrolü, dış etkilere karşı 
dayanıklı olması daha güvenli bir uçuş açısından önem arz etmektedir. Her 
iki kontrol yöntemi de sıklıkla kullanılan bir yöntemdir. Buradan 
hareketle; iki kontrol metodu için rüzgarlı bir havanın, İHA’nın hareketini 
nasıl etkilediği araştırılmıştır. Rüzgarlı ve rüzgarsız durumdaki kontrol 
performansları karşılaştırılmıştır.  

Günümüzde, teknolojinin gelişmesi, günlük hayattaki birçok işin 
kolaylaşmasını da beraberinde getirmiştir. Eskiden zor olan ticari ve 
gündelik faaliyetler İHA’ların yardımı sayesinde daha kolay bir hal almıştır. 
Ticari kargo taşımacılığı, tarım faaliyetleri, havadan denetleme faaliyetleri 
vb. birçok faaliyetin başarılı sonuçlanmasında İHA’ların önemli bir katkısı 
olmaktadır. Endüstriyel birçok uygulamada İHA teknolojisinden 
yararlanılmasının yanı sıra  İHA teknolojisinin gelişimi de devam 
etmektedir. İHA yapısında birçok elektronik kontrol sistemini barındırdığı 
için İHA’nın kontrolü üzerine birçok araştırma geliştirme yapılmaktadır. 
İHA’nın, bozucuların varlığında konumunun ve durumunun kontrolü için 
de çalışmalar yapılmıştır. Açık havada İHA’nın uçuşunu olumsuz yönde 
etkileyen birçok etken vardır. İHA’nın uçuşunu olumsuz etkileyen 
faktörlerden bir tanesi rüzgardır.  

                                                                  
1 (Araştırma Görevlisi); İskenderun Teknik Üniversitesi, Sivil Havacılık 

Yüksekokulu, Havacılık Elektrik Elektroniği Bölümü. 
2  (Doç. Dr.); Erciyes Üniversitesi. Havacılık ve Uzay Bilimleri Fakültesi, Uçak 

Elektrik- Elektronik Bölümü 



Sandiwan ve arkadaşları, bir İHA için gürbüz oransal türev kontrol 
yöntemi kullanarak bozuculara karşı bir dengeleyici önermişlerdir. 
Önerdikleri kontrol kuralı rastgele bozucu ve eylemsizlik momenti 
matrisinin düzensizliğinde İHA'nın davranışının dengesini sağlamıştır 
(Sandiwan, 2017). Islam ve arkadaşları, sınırlı belirsizliğin olduğu 
durumda minyatür çok motorlu İHA için denge ve takip kontrol problemi 
üzerinde durmuşlardır. Belirsizlikleri; giriş bozucusu, modellenmemiş 
dinamikler ve uçuş çevresi gibi belirlemişlerdir. Lyapunov fonksiyonu 
kullanarak doğrusal olmayan gürbüz adaptif kayan kip kontrol algoritması 
geliştirmişlerdir. Geliştirdikleri gürbüz adaptasyon kuralı ile sınırlı 
parametrik belirsizliği dengelemeye çalışmışlardır. Önermiş oldukları 
yöntem diğer kontrol yöntemleri ile karşılaştırıldığında çoklu adımları, 
genişletilmiş yardımcı sinyalleri ve belirsizliğin kesin sınırlarını 
gerektirmemesi yönüyle kolay ve basit bir yapıdadır (Islam, 2017). Başka 
bir çalışmada, şiddetli rüzgarların varlığında İHA’nın manevra davranış 
kontrolü için sınırlı sonlu zamanlı optimal kontrolcü önerilmiştir. Önerilen 
metot ile İHA’nın doğru bir şekilde manevra davranışı yapabilmesi için 
rüzgarların bozucu etkilerini sönümlemişlerdir (Alexis, 2014).  

Fernandez ve arkadaşları, Rüzgar tribününün gözlemlenmesi için bir 
dört motorlu İHA kullanılarak rüzgar bozucunun bastırılmasını 
incelemişlerdir. Çalışmalarında L1adaptif kontrol yöntemini LQR ve PID 
kontrol yöntemleri ile karşılatırmışlardır. L1 adaptif kontrol yönteminin 
LQR ve PID kontrol yöntemlerine göre üstünlüğünü göstermişlerdir 
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ortaya koymuşlardır (Kuantama, 2017). 

Hava Aracının Dinamik Denklemleri 
İHA’nın dinamik denklemleri Newton kanunlarından yola çıkılarak elde 

edilmektedir. Şekil 1’de eylemsizlik koordinat sistemi ve İHA’nın gövde 
koordinat sistemi gösterilmiştir. Şekil 1’de Euler açıları da gösterilmiştir.  
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Şekil 1 İHA’nın gövde ekseni ve eylemsizlik ekseni 

Tablo 1’de rüzgar etkisinde kontrol edilmek istenen İHA’nın özellikleri 
gösterilmiştir. 

Tablo 1 İHA’nın özellikleri 

Mass 0.5 kg 

Arm Length 0.25 m 

Ixx 0.006 kg m2 

Iyy 0.006 kg m2 

Izz 0.02 kg m2 

 
Newton Kanunu’ndan yola çıkarak İHA’ya etki kuvvetlerin toplamı F ile, 

İHA’nın kütlesi m ile İHA'nın lineer hızı v ile ve İHA’nın açısal hızı ω ile 
Denklem (1)’de gösterilmektedir. 

 m  F v ω v  (1) 



İHA’ya etki eden momentlerin toplamı M ile, İHA'nın eylemsizlik 
momenti Denklem (2) ve (3)’de gösterilmektedir. 

   M Iω ω Iω  (2) 
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İHA'nın eylemsizlik moment matrisi Denklem (4) gösterildiği gibi 

simetrik matristir. Ixx x yönündeki eylemsizlik momentini, Iyy y yönündeki 
eylemsizlik momentini, Izz z yönündeki eylemsizlik momentini 
göstermektedir. 
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İHA’nın x,y ve z yönlerindeki ivmelenmeleri Denklem (5) ve (6)’da elde 
edilmiştir. 
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Denklem (7)’de gövde eksenindeki açısal ivmelenmeler elde edilmiştir. 
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Denklem (7)’de gövde eksenindeki açısal ivmelenmeler elde edilmiştir. 
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PID Kontrol 
PID kontrol eski bir yöntem olmasına rağmen çok kullanılan bir 

yöntemdir. PID kontrol metodu, gerçekleştirilmesinin kolay oluşu ve basit 
yapısı sebebiyle birçok sistemin kontrolü için sıklıkla kullanılmaktadır. PID 
kontrol metodunun performansını etkileyen üç parametre vardır. Bu 
parametreler Kp, Kd ve Ki’dir. PID kontrolcünün yapısı Denklem (8) ile 
gösterilmiştir (Tran, 2015). 
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LQR Kontrol  

Aşağıdaki Denklem (9) ve (10) ile lineer sürekli zamanlı bir sistemin 
durum uzay modeli gösterilmiştir. Bu model LQR kontrolcünün 
gerçekleştirilebilmesi için gereklidir. 

 ( ) ( ) ( )x t x t u t A B  (9) 
 

 ( ) ( ) ( )y t x t u t C D  (10) 

 

LQR yöntemi sistemlerin kontrolü için sıklıkla tercih edilen bir 
yöntemdir. Aynı zamanda optimal kontrol problemi olarak da bilinen LQR 
yöntemi, Denklem (11)’deki maliyet fonksiyonunu minimize edecek bir 
optimum çözümün bulunmasıdır. Denklem (12)’de gösterilen Riccati 
denklemi K matrisinin bulunabilmesi için çözülür. Böylece, K optimal 
kazanç matrisi Denklem (13) kullanılarak bulunur. Denklem (14)’te LQR 
yönteminde kullanılan geri besleme kuralı verilmiştir (Yu, 2013, Tran, 
2015).  
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 T -1 T0 = A X+ XA- XBR B X+Q  (12) 

 
 -1 TK = -R B X  (13) 

 
 ( ) ( )u t x t K  (14) 

 

Rüzgar Modeli 
İHA’nın uçuşuna bozucu etkilerden bir tanesi rüzgardır. Rüzgar, yönü 

ve şiddeti olan vektörel bir büyüklüktür. Bu çalışmada rüzgar modeli 
rasgele olarak belirlenmiştir. İHA’nın kontrolü için PID ve LQR kontrol 
yöntemleri kullanılmıştır. Rüzgar bozucu etkisi aşağıdaki Şekil 2, Şekil 3 ve 
Şekil 4’te gösterilmiştir. 

 
Şekil 2 x yönündeki rüzgar bozucu etkisi 

 
Şekil 3 y yönündeki rüzgar bozucu etkisi 
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Şekil 2 x yönündeki rüzgar bozucu etkisi 

 
Şekil 3 y yönündeki rüzgar bozucu etkisi 

 
Şekil 4 z yönündeki rüzgar bozucu etkisi 

Benzetim Sonuçları 
Bu çalışmada LQR ve PID kontrol metotları kullanılarak İHA'nın rüzgar 

bozucusunun varlığında davranış kontrolü incelenmiştir. Rüzgar bozucusu 
rastgele beyaz gürültü olarak modellenmiştir. Her iki kontrolcünün kontrol 
performansları bozucuların olmadığı durumda ve bozucuların olduğu 
durumda olmak üzere karşılaştırılmıştır. Elde edilen sonuçlara göre 
bozucunun olmadığı durumda LQR kontrol yönteminin performansı PID 
kontrol yöntemine göre daha başarılı sonuç vermiştir. Bozucunun olduğu 
durumda LQR yöntemi hafif bir dalgalanma ile İHA'nın davranışının 
kontrolünü sağlamıştır. PID kontrol yöntemi ise bozucunun olduğu 
durumda İHA'nın davranışının kontrolünü sağlayamamıştır. 

Rüzgar bozucu dördüncü saniyede sisteme etki etmeye başlamıştır. İlk 
dört saniyede rüzgar etkisi sıfırdır. Şekil 5’e göre x ekseninde rüzgar etkisi 
sıfırken LQR yöntemi ile yapılan kontrol sisteminin konum hatası PID 
yöntemine göre daha düşüktür. Aynı şekilde, dördüncü saniyede x 
eksenine göre rüzgar bozucu etkisi başladığı zaman LQR yönteminin PID 
yöntemine göre konum hatası yine düşüktür. 

 
Şekil  5 İHA’nın Rüzgar etkisindeki x yönündeki hata grafiği 

Şekil 6’da y ekseninde İHA’nın konum hatası gösterilmiştir. İlk dört 
saniyede rüzgar etkisi sıfırken y eksenine göre konum hatası LQR yöntemi 



için PID yöntemine göre daha düşüktür. Buradan hareketle, dördüncü 
saniyede rüzgar etkisi başladığında LQR yönteminin PID yöntemine göre y 
eksenindeki konum hatası yine düşüktür. 

 
Şekil 6 İHA’nın Rüzgar etkisindeki x yönündeki hata grafiği 

Şekil 7’de İHA’nın z eksenindeki konum hatası verilmiştir. İlk dört 
saniye İHA’ya rüzgar etkisi olmadığı takdirde LQR ve PID yöntemlerinin 
konum hataları birbirine çok yakın olup LQR yönteminin z eksenindeki 
konum hatası PID yöntemine göre daha düşüktür. 

 
Şekil 7 İHA’nın Rüzgar etkisindeki z yönündeki hata grafiği 

Şekil 8’de İHA’nın x yönündeki yer değiştirmesi gösterilmiştir. Grafiğin 
ilk dört saniyesinde rüzgar bozucu etkisi bulunmamaktadır. Rüzgar 
etkisinin bulunmadığı ilk dört saniyede LQR yöntemi PID yöntemine göre 
daha başarılıdır. Dördüncü saniyeden itibaren rüzgar bozucu etkisi 
başlamıştır. Grafikte LQR yönteminin rüzgar bozucunun varlığında x 
eksenine göre daha dengeli olduğu görülmektedir. 
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Şekil 8  İHA’nın Rüzgar etkisindeki x yönündeki konumu 

Şekil 9’da İHA’nın y eksenine göre konumu gösterilmiştir. İHA ilk dört 
saniyede rüzgar bozucunun olmadığı durumda y ekseninde  LQR 
yönteminde PID yöntemine göre istenilen konuma daha hızlı ulaşmıştır. 
Dördüncü saniyeden itibaren ise rüzgar bozucunun varlığında LQR 
yöntemi PID yöntemine göre daha başarılı bir sonuç vermiştir. 

 
Şekil 9 İHA’nın Rüzgar etkisindeki y yönündeki konumu 

Şekil 10’da İHA’nın z ekseninde irtifasını göstermektedir. Rüzgar 
bozucunun olmadığı ilk 4 saniyede LQR yöntemi ile PID yöntemi birbirine 
yakın performansta olup LQR yöntemi daha iyi sonuç vermiştir. Dördüncü 
saniyeden itibaren rüzgar bozucunun başlamasıyla birlikte yine LQR ile 
PID yönteminin performansı birbirine yakın olup LQR yöntemi daha 
başarılıdır. 



 
Şekil 10 İHA’nın Rüzgar etkisindeki z yönündeki konumu 

 
Sonuçlar 
Bu çalışmada, rüzgar bozucunun bulunduğu ortamda bir İHA’nın 

kontrolünün sağlanması olarak belirlenmiştir. Bu amaç doğrultusunda, 
endüstriyel olarak sıklıkla kullanılan LQR ve PID kontrolcüler kullanılarak 
rüzgarın bozucu etkisi araştırılmıştır. Rüzgarın varlığında kontrolcülerin 
tepkisi incelenmiştir. İHA’nın istenilen konuma gelmesi ve o konumda 
kalması istenilmektedir. İHA’nın konumundaki hatalar grafiksel olarak 
verilmiştir. Elde edilen sonuçlara göre rüzgarın olmadığı ve olduğu 
durumda LQR yöntemi daha başarılı bir sonuç vermiştir. 
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Sonuçlar 
Bu çalışmada, rüzgar bozucunun bulunduğu ortamda bir İHA’nın 

kontrolünün sağlanması olarak belirlenmiştir. Bu amaç doğrultusunda, 
endüstriyel olarak sıklıkla kullanılan LQR ve PID kontrolcüler kullanılarak 
rüzgarın bozucu etkisi araştırılmıştır. Rüzgarın varlığında kontrolcülerin 
tepkisi incelenmiştir. İHA’nın istenilen konuma gelmesi ve o konumda 
kalması istenilmektedir. İHA’nın konumundaki hatalar grafiksel olarak 
verilmiştir. Elde edilen sonuçlara göre rüzgarın olmadığı ve olduğu 
durumda LQR yöntemi daha başarılı bir sonuç vermiştir. 
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  MERTEBELİ KONVEKS VE YILDIZIL 
FONKSİYONLAR 

        

Hasan BAYRAM1 
 

1. Temel Bilgiler 

1.1 Tanım. D düzlemde bir bölge olsun. 
CDf : f D

yalınkat univalent fonksiyon denir. Başka bir 
deyişle Dzz 21, için 21 zz  olması )()( 21 zfzf 
olmasını gerektiriyorsa, f D de yalınkattır. 
Geometrik anlamı; düzlemde )(Df görüntü bölgesinin 
katlı bölge olmaması demektir.

D alitik, yalınkat ve 
01)0()0(  ff bağıntısını sağlayan 




 2)( n

n
n zazzf biçimindeki fonksiyon

normalize edilmiş yalınkat analitik fonksiyon D
denormalize edilmiş bütün yalınkat analitik 
fonksiyonların sınıfı S ile gösterilir. Bundan böyle 
yalınkat fonksiyon denildiğinde yalınkat analitik 
fonksiyon anlaşılacaktır. 

Bursa Uludağ Üniversitesi, Fen Edebiyat Fakültesi, Matematik 
Bölümü 
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Sf  




2
)(

n
n

n zazzf

verilmiş ise, nan || dir. Eşitlik )()( zkzf 
fonksiyonu için geçerlidir.

1.2 Tanım. CA kümesi verilmişolsun. Eğer 
Aw 0 noktasını, her bir Aw noktasına 

birleştiren doğru parçası A içinde kalıyorsa, yani her 
]1,0[t için Atwwt  0)1( A kümesine 0w

noktasına göre yıldızılküme denir. Eğer bütün 
Aww 21, noktalarını birleştiren doğru parçası A

içinde kalıyorsa, yani her ]1,0[t için 
Awtwt  21)1( A kümesine konveks küme

denir. Başka bir deyişle, eğer A kümesi her bir 
noktasına göre yıldızıl ise, A kümes

1.3 Tanım.  C btatiytxtz  ),()()(
parametrik ifadesi ile verilmiş düzgün bir eğri ve f

 eğrisini bulunduran bir bölgede analitik 
)(f 0w w olduğunu kabul 

edelim. Eğer )arg( 0ww t değişkeninin azalmayan 
tek değişkenli bir fonksiyonu, yani bta  için

0)arg( 0 ww
dt
d

 eğrisine 0w noktasına göre yıldızıl eğri 
Eğer  eğrisine teğet olan doğrunun  argümenti t
değişkeninin azalmayan bir fonksiyonu, yani bta 
için

  0)()(arg  tzzf
dt
d

dt
d

 eğrisine konveks eğri
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Awtwt  21)1( A kümesine konveks küme

denir. Başka bir deyişle, eğer A kümesi her bir 
noktasına göre yıldızıl ise, A kümes

1.3 Tanım.  C btatiytxtz  ),()()(
parametrik ifadesi ile verilmiş düzgün bir eğri ve f

 eğrisini bulunduran bir bölgede analitik 
)(f 0w w olduğunu kabul 

edelim. Eğer )arg( 0ww t değişkeninin azalmayan 
tek değişkenli bir fonksiyonu, yani bta  için

0)arg( 0 ww
dt
d

 eğrisine 0w noktasına göre yıldızıl eğri 
Eğer  eğrisine teğet olan doğrunun  argümenti t
değişkeninin azalmayan bir fonksiyonu, yani bta 
için

  0)()(arg  tzzf
dt
d

dt
d

 eğrisine konveks eğri

1.4 Tanım. }||:{ rzzDr  C için ]1,0(r
)( rDAf 

rDz 0 olsun. Eğer f

rD de yalınkat ve )( rDf bölgesi )( 00 zfw 

noktasına göre yıldızıl ise, f rD üzerinde
0z noktasınagöre yıldızıl fonksiyon denir. Orijine göre 

yıldızıl olan fonksiyonlara kısaca yıldızıl fonksiyon adı 

verilir. Ayrıca, f rD de yalınkat ve )( rDf

bölgesi C f rD üzerinde 
konveks fonksiyon 

rD dairesindeyıldızıl ve konveks fonksiyonların 
sınıfları sırasıyla, )(*

rDS )( rDK ile gösterilir. Özel 
D 




2
)(

n
n

n zazzf
açılımına sahip yıldızıl ve konveks fonksiyonların 
sınıfları sırasıyla, *S K ile gösterilir.

Aşağıdaki yıldızıl konveksfonksiyonların

1.5 Teorem. CD:f
0)0( f f

yıldızılolması için gerek ve yeter şart 0)0( f
Dz için 

0
)(
)(Re 






 

zf
zfz

olmasıdır.
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Şekil 1.1 )( rDf ninyıldızıllığı

1.6 Teorem. CD:f
f fonksiyonununkonveksolmasıiçingerekveyeterşart

0)0( f Dz için

0
)(
)(1Re 











zf
zfz

olmasıdır.

Şekil 1.2 )( rDf ninkonveksliği

1.7 Teorem. CD:f edilmiş
Kf  olması için gerek ve yeter 

şart, D,z için
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Şekil 1.1 )( rDf ninyıldızıllığı

1.6 Teorem. CD:f
f fonksiyonununkonveksolmasıiçingerekveyeterşart

0)0( f Dz için

0
)(
)(1Re 

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zf
zfz

olmasıdır.

Şekil 1.2 )( rDf ninkonveksliği

1.7 Teorem. CD:f edilmiş
Kf  olması için gerek ve yeter 

şart, D,z için

0
)()(

)(2Re 

















 z
z

fzf
zfz

olmasıdır.

1.8 Teorem. Sf  10  r olsun. Ayrıca,
)(rm )(rM  reel değerli fonksiyonları için 

)(|)(|)( rMzfrm 

 
rr

dttMzfdttm
00

)(|)(|)(

1.9 Teorem. Kf  1||  rz

)1(
|)(|

)1( r
rzf

r
r






22 )1(
1|)(|

)1(
1

r
zf

r 




dir. Eşitlik, R olmaküzere, )1/()( zezzf i
fonksiyonuiçingeçerlidir.

1.10 Tanım. D 1)0( f Dz için 
0)}(Re{ zf

n

n
n zpzpzpzf 






1

2
21 11)( 

biçimindeki fonksiyonlara reel kısmı pozitif analitik 
fonksiyon D de reel kısmı pozitif analitik 
fonksiyonların sınıfı P ile gösterilir. 
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1.11 Teorem. . )(DAf 
1)0( f Pf  olması için gerek 

ve yeter şart D

 










2

0
)(

1
1)( td

ze
zezf it

it

olacak biçimde ve 1)0()2(  özelliğinde 
]2,0[  aralığında tanımlı azalmayan bir 

vardır. 

2.  Mertebeli Konveks ve Yıldızıl 
Fonksiyonlar 

Burada birim dairede yıldızıl ve konveks fonksiyon 
kavramından hareketle tanımlanan,
ve yıldızıl fonksiyon sınıfları ve bu sınıflara ait özellikler 
üzerinde durulacaktır. Bu kavramlar ilk olarakRobertson 
(1936) tarafından verilmiş olup, diğer araştırmacılar 
tarafından geliştirilmiştir.

2.1 Tanım. CD:f
10  0)0( f 0)0( f olmak üzere, 

Dz için








 
)(
)(Re

zf
zfz

f  mertebeliyıldızıl fonksiyon

Ayrıca 10  0)0( f olmak üzere, Dz
için













)(
)(1Re

zf
zfz

f  mertebeli konveks fonksiyon
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Dz için 
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)(
n

n
n zazzf biçiminde normalize 

edilmiş  mertebeli konveks ve yıldızıl fonksiyonların 
sınıfı sırasıyla )(K )(S ile gösterilir.

K S sınıfları arasındaki Alexander tipi ilişki; 
*)( SzfzKf  biçimindedir. Benzer ilişki 

)(K )(S sınıfları arasında da vardır:

2.2 Teorem. Kf  )2/1( Sf dir. Sonuç 
2/1 sabiti büyütülemez.(Suffridge 1970)

İspat. Kf  olduğundan, 1.7 Teoremi gereği 
D,z için 

0
)()(

)(2Re 

















 z
z

fzf
zfz

dir. Bu eşitsizlikte 0 konumu yapılırsa, Dz için

2
1

)(
)(Re 






 
zf
zfz

fonksiyonlar için minimum 
prensibini kullanılarak istenilen sonuç elde edilir. 
Sonucun kesinliğini görmek için birim diski 

}2/1Re:{  ww C yarı düzlemine dönüştüren 
)1/()( zzzf  fonksiyonunu göz önüne almak 

■

2.3 Sonuç. Kf  Dz için 
2/1]/)(Re[ zzf dir. Sonuç kesin olup, sabit 

büyütülemez. (Suffridge1970)
İspat. Kf  olduğundan (1.1) bağıntısı sağlanır. 

D,z için
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zfzf

zfzzF
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)(),(

. (1.1) bağıntısından D,z için 
2/1),( zF eşitsizliği elde edilir. D sabiti için 

),( zF z değişkenine bağlı seçilirse, 









 z

f
zF

)(
111),(




edilir. Bu iki bağıntıyı eşitlersek 
PzFz  1),(2)(  olur. 1.7 Teoremi gereği

1
)(

11


 f

eşitsizliği elde edilir. Her iki taraf  ile çarpılırsa,

1||
)(

1  



f
2/1]/)(Re[ zzf Eşitlik

)1/()( zzzf  içinsağlanır. ■
Aşağıda 2.2 ’

aitolanbirgenellemesiverilmiştir.

2.4 Teorem. )1,0[

4
8)12(12

)(
2 




 olmak üzere 

)(Kf  )( Sf dır.

Aşağıdaki sonuç S )(S )(K sınıfları 
arasındaki ilişkiyi verir. İspat tanım ve Alexander özelliği 
kullanılarak görülebilir.
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2.5 Teorem. )1,0[

Dz )1/(1]/)([)(  zzfzzg olmak üzere, 
)( Sf olması için gerek ve yeter şart  Sg

olmasıdır. 

Dz )1/(1)]([)(  zfzzh olmak üzere 
)(Kf  olması için gerek ve yeter şart Sh

olmasıdır. 
2.5 Teoremi kullanılarak )1,0[ için 

konveks fonksiyonlar için Robertson (1936)’a ait olan 
büyüme ve distorsiyon özellikleri aşağıda verilmiştir.

2.6 Teorem. )1,0[ 1||  rz olmak üzere 
)(Kf 

)1(2)1(2 )1(
1|)(|

)1(
1

  


 r
zf

r

dır. Eğer 2/1

12
)1(1|)(|

12
1)1( 1212







 



 rzfr

dır ve 2/1
)1log(|)(|)1log( rzfr 

Yukarıdaki eşitsizlikler kesin olup, eşitlik hali





















2/1)1log(

2/1
12
)1(1

)(

12








z

z

zf

fonksiyonu için sağlanır.

İspat. )(Kf 
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


 zb
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zfzz 11
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)(1

1
1)( 




P sınıfına aittir. Böylece, (1.3) bağıntısından 
1||  rz için

22

2

1
2

1
1)(Re

r
r

r
rz









eşitsizliği sağlanır. Buradan mutlak değer özelliği gereği,

r
zf

rr 










1
)1(2)(log

1
)1(2 

bulunur. Her iki tarafın 0 r ye integrali alınırsa,
)1(2)1(2 )1log()(log)1log(    rzfr

edilir. Bu ise (2.1) eşitsizliğinin sağlandığını 
gösterir. 1.8 Teoremi gereği, 2/1 için (2.1) 
bağıntısından (2.2) eşitsizliği elde edilir. Eğer 2/1

) bağıntısı ve 1.8Teoremi birlikte düşünülürse, 
(2.4) eşitsizliği gösterilmiş olur. ■

2.5 Teoremi ve (2.1) bağıntısından )(S sınıfına ait 
fonksiyonlar için aşağıdaki büyüme teoremi elde edilir.

2.7 Teorem. )1,0[ 1||  rz olmak üzere, 
)( Sf için

)1(2)1(2 )1(
|)(|

)1(   


 r
rzf

r
r

dır. Sınırlar kesin olup, eşitlik )1(2* )1(),(   zzzk
Dz , fonksiyonu için geçerlidir.
 konveks fonksiyonlar için gerek ve yeter 

şartı ifade eden aşağıdaki teorem, Brown (1989) 
tarafından elde edilmiştir. Bu sonuç, 1||  için D

||1||   rz
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bulunur. Her iki tarafın 0 r ye integrali alınırsa,
)1(2)1(2 )1log()(log)1log(    rzfr

edilir. Bu ise (2.1) eşitsizliğinin sağlandığını 
gösterir. 1.8 Teoremi gereği, 2/1 için (2.1) 
bağıntısından (2.2) eşitsizliği elde edilir. Eğer 2/1

) bağıntısı ve 1.8Teoremi birlikte düşünülürse, 
(2.4) eşitsizliği gösterilmiş olur. ■

2.5 Teoremi ve (2.1) bağıntısından )(S sınıfına ait 
fonksiyonlar için aşağıdaki büyüme teoremi elde edilir.

2.7 Teorem. )1,0[ 1||  rz olmak üzere, 
)( Sf için

)1(2)1(2 )1(
|)(|

)1(   


 r
rzf

r
r

dır. Sınırlar kesin olup, eşitlik )1(2* )1(),(   zzzk
Dz , fonksiyonu için geçerlidir.
 konveks fonksiyonlar için gerek ve yeter 

şartı ifade eden aşağıdaki teorem, Brown (1989) 
tarafından elde edilmiştir. Bu sonuç, 1||  için D

||1||   rz

ölge üzerine dönüştürdüğünü 
gösterir.

2.8 Teorem. )1,0[ CD:f

edilmiş analitik bir fonksiyon olsun. )(Kf  olması 
için gerek ve yeter şart, 1||  ||1||  z
için 
















)(

)()(1Re
zf

zfz

olmasıdır.

İspat. İlk olarak, 1||  ||1||  z için 
















)(

)()(1Re
zf

zfz olduğunu kabul edelim. 

0 konumu yapılırsa, )(Kf  olduğu görülür.
)(Kf   1||  r özelliğinde 

)(
)(

1
1

zf
zfzA



















olsun. Harmonik fonksiyonlar için minimum prensibi 
dikkate alınarak, rz  1||  için 0Re A
olduğunu göstermek yetecektir. Bunun için   || z
özelliğinde bir Dz noktası seçelim. )(Kf 
olduğundan, Pp için 

1)1)()((





z
zpzA 

olarak yazılabilir. P sınıfının ekstrem noktaları, R
için, )1/()1()( zezezp ii 

  fonksiyonları olduğu 
biliniyor. (2.5) eşitliğinin sağ tarafı P üzerinde bir afin 
dönüşüm olduğundan, A

Pp
Remin


değerini P sınıfının 
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bir ekstrem noktasında alır (Hallenbeck ve MacGregor 
 ier  iez  için, gerekli 





 





1)1)()((ReminRe

20 z
zpzA 





])cos(21[|1|min 222

20
rrzei  






0])1[(|1|min 222

20
 





rzei

. Bu ise ispatı tamamlar. ■

)(S )(K sınıflarına ait fonksiyonlar için 
Robertson (1936)’a ait katsayı tahminlerini verelim.

2.9 Teorem. )1,0[ Dz

)()(
2




  Szazzf

n
n

n ...,3,2n için,








n

k
n k

n
a

2

)2(
)!1(

1|| 

dir. Eşitlik, )1(2* )1(),(   zzzk fonksiyonu için 
geçerlidir.

)()(
2

Kzbzzg
n

n
n  


...,3,2n için,





n

k
n k

n
b

2

)2(
!

1|| 

dir. Eşitlik (2.4) bağıntısında verilen fonksiyonlar için 
geçerlidir.

İspat. p  

...1
)(
)(

1
1)( 2

21 












 zczc

zf
zfzzp 



biçiminde tanımlanırsa, Pp olur. (2.8) bağıntısından 
 )())()1(( zfzp  )(zfz 
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dir. Eşitlik (2.4) bağıntısında verilen fonksiyonlar için 
geçerlidir.

İspat. p  

...1
)(
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1
1)( 2

21 












 zczc

zf
zfzzp 



biçiminde tanımlanırsa, Pp olur. (2.8) bağıntısından 
 )())()1(( zfzp  )(zfz 

eşitliğinde seri açılımı yapılır ve .n
katsayıları eşitlenirse, ...,3,2n için

)....)(1( 12211   nnnnn cacacaan 

2|| nc olduğu göz önüne alınırsa,

|)|||1)(1(2||)1( 12  nn aaan 

eşitsizlikten, özel olarak,

)24)(23)(22(
!3

1||

),23)(22(
2
1|)|1)(22(

2
1||

,22||

4

23

2













a

aa

a

bulunur. Böylece, tümevarımla (2.6) eşitsizliğine ulaşılır. 
(2.6) eşitsizliğinde özel olarak 2/1 alınırsa, 1|| na

0 alınırsa, nan || olduğu görülür.

(2.7) eşitsizliğini göstermek için, )()(  Szgz
(2.6) bağıntısını dikkate alınmak yetecektir. ■

Aşağıdaki teorem, )(S sınıfındaki fonksiyonların 

2.10 Teorem. )( Sf olması için gerek ve yeter 
şart, Dz için,





 


    


 2

0
)()1log()1(exp)( dzezzf i

olacak biçimde,  2)0()2(  özelliğinde, 
)( fonksiyonunun mevcut olmasıdır.

İspat. )( Sf  ])()(Re[ zfzfz dır.
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
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









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 )(
)(

1
1)(

zf
zfzzp

Pp olur. Herlogz Temsil Teoremi gereği, 
 2)0()2(  bağıntısını sağlayan azalmayan bir 

)( fonksiyonu için,

 
















2

0
)(

1
1

2
1)( d

ze
zezp i

i

(2.11) eşitliğinden,

 







 








2

0
)(

)1(
)21(1

2
1

)(
)( d

zez
ze

zf
zf

i

i

0z noktasından z noktasına 
integrali alınıp, 00 z için limite geçilirse,

 
  


2

0
)()]1log()22([log

2
1)(log dzezzf i

. Buradan (2.10) bağıntısı elde edilir. ■

)( Sf için )(]/)([)(
0

 Kdfzg
z

 
olduğundan 2.10 Teoreminden aşağıdaki sonuç elde 

2.11 Sonuç. 10  Dz )(Kf 
olması için gerek ve yeter şart

  



 


 z i dzezf

0

2

0
)()1log()1(exp)(

  



olacak biçimde  2)0()2(  özelliğinde 
)( fonksiyonunun mevcut olmasıdır.

2.12 Teorem. Dz 




2
)(

n
n

n zazzf

10  olsun. Eğer
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)( Sf dır.
İspat. (2.13) bağıntısından
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bulunur. Bu son eşitsizlikten Dz için,
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■
Benzer bir sonuç )(K sınıfı için aşağıdaki şekilde 
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 MAĞARALARDA BİYOÇEŞİTLİLİK VE 
ANTİBİYOTİK DİRENÇLİLİĞİ 

        

Fatma Seçil KOÇ1,  
Nermin SARIGÜL2 
 

Mağaralar; yüzeyle bağlantısı bulunan, en az bir 
insanın girişine olanak sağlayacak genişlik ve yüksekliğe 
sahip olan yeraltı boşlukları olarak tanımlanmaktadır 

Mağara habitatları insanlar ve hayvanlar tarafından çok 
uzun bir süre kullanılmıştır. Arkeolojik çalışmalar 
Paleolitik dönemde bile mağara kullanımının kanıtlarını 
göstermektedir. İnsanların mağaraları kullanma 
nedenleri arasında barınak, depolama, minerallerin 
kaynakları, sanatsal ifade yerleri ve kültürel, gömü 
ve/veya tören alanları gibi farklı kullanım amaçları 
bulunmaktadır. Günümüzde ise mağaraların insanlar 
tarafından kullanımı, çoğunlukla rekreasyon ve bilimsel 
keşifle sınırlıdır. 

Mağaralar jeokimyasal özellikleri bakımından tek tip 
değildir (Hoyos vd. 1998). Erozyonel mağaralar 

dalgaların vurması gibi mekanik etkiler ile gelişmiştir. 
Çözülme mağaraları erozyon mağaralarının zaman 
içerisinde değişime uğramasıyla oluşmaktadır. Volkanik 
mağaralar ve lav tüplerinin oluşumu ise çözülme 

ağaralarından farklıdır, bu tip mağaralar akan lavı 
çevreleyen soğutucu kabuktan meydana gelmiştir. 
Karstik mağaraların karakteristik özelliğikireçtaşı, 
dolomit, jips gibi çözünür kayaçlarla gelişmiş olmasıdır. 

Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 

Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi, 
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oorganizmalar için uzun vadeli bir rezervuar olarak 

Mağaralar çeşitli jeolojik süreçler ile oluşmalarına 
rağmen 3 temel mekanizma vardır: 

Karbonik asit ile çözünme: su, atıklardan ve 
topraktan geçerken biyojenik CO ’i absorblar ve seyr
karbonik asit oluşur. Asitleşme suyun geçtiği yerlerdeki 
mikrobiyal aktivite ile de gerçekleşebilir. Eğer bu zayıf 
asit kireçtaşı (CaCO
karbonat çözünür. Çözünmenin devamı bir girinti ve 
mağara oluşumuna neden olur. Mağaranın dış kısmının 
açık hava ile temas etmesi içerdeki yoğun 
karbondioksitin dışarı salınmasına ve sarkıt ve dikitler 
gibi ikincil karbonat oluşumlarına neden olmaktadır. 

Sülfürik asit kaynaklı mağara oluşumu: hidrojen sülfit 
gazı su ile temas ettiğinde sülfürik asite oksitlenir ve bu 
da kireçtaşının çözünmesine neden olur. 
Mikroorganizmalar tarafından biyojenik sülfürik asit 
üretimi de aynı şekilde mağara oluşumuna neden 
olmaktadır. 

Lav tüpü mağaraları: volkanik alanlarda aktif akan lav 
tarafından oluştur
dışarı doğru akarken, lavın dış yüzeyi daha çabuk soğur 
ve altta akan lav için bir izolasyon oluşturur. Püskürme 
sona erdiğinde akışkan lav akmaya devam eder ve 
ardında boş tüp şeklinde bir kanal bırakır. Lav tüpü 
mağaralarının oluşumunda mikroorganizmaların 
etkinliği yoktur. 

Oluşum şekillerine göre yapılan diğer bir 
sınıflandırmada mağaralar 4 gruba ayrılmaktadır. 

Çözünme mağaraları: kireçtaşı ve dolomitten oluşan 
ana kayaç ile yeraltı sularının reaksiyona girmesi, bunun 
sonucunda erimesi ile oluşan en büyük ve en yaygın 
mağara tipleridir. 

Erozyonal mağaralar: rüzgar ya da su akıntıları 
nedeni ile oluşmaktadır. 
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v mağaraları: volkanik aktiviteler sonucu oluşan 
lav tüpleridir. 

Deniz mağaraları: denizdeki dalgaların kıyıya 
vurması sonucu, kıyıdaki büyük kayaların içinde oluşan 
mağaralardır. 

Ekstrem Çevreler Olarak Mağaralar 
Ekosistemler karşılaştırıldığında bazı ortamların 

çeşitli fiziksel ve kimyasal faktörler açısından yaşam 
sınırlarını zorladığı bilinmektedir. Yer altı sistemlerine 
bakıldığında ve bir veya daha fazla sınırlayıcı faktöre 
sahip olan mağaralar, ekstrem ekosistemler olarak 
dikkat çekmektedir. Işık, sıcaklık, su/nem ve özellikle de 
besin maddelerinin kıtlığı birçok mağarada önemli 
sınırlayıcı faktörlerdendir. Mağara habitatını bu sınırlı 
faktörlere dayanıklı ve/veya adapte olmuş canlılar 
oluşturmaktadır (Sarbu vd. 1996; Yamaç, 2008; Barış, 

in maddelerinin kıtlığı birçok mağarada 
önemli sınırlayıcı faktörlerdendir (Sarbu vd. 1996).  
Kimyasal olarak kompleks yapıda sınırlı besin 
maddesinin mağara sistemine girmesine rağmen az 
sayıda mikrobiyal tür büyümeyi desteklemek için gerekli 
tüm alımları ve katabolik reaksiyonları 
kodlayabilmektedir. Buna ek olarak bu şartlarda 
yaşamak, biyofilm topluluklarında kaynak olarak rekabet 
yerine ortaklıklara bağlı olarak mümkün olmaktadır 

Mağaralarda ışık penetrasyonu ve yoğunluğuna bağlı 
olarak; (I) tam güneş ışığına maruz kalan ve günlük ışık 
döngüsünü deneyimleyen giriş bölgesi; (II) alacakaranlık 
bölgesi ve (III) ışığın girmediği karanlık bölge olmak 
üzereüç ana bölge bulunmaktadır (şekil 1). Bu doğal 

te, enerji girişinin kaynağı 
olarak ışığın hala mevcut olduğu giriş bölgesinde 
gözlemlenebilmektedir. Işık azalınca ototrofik bir yaşam 
tarzı giderek daha az sıklaşır. Avcılar, oligotroflar ve 
yırtıcılar da dahil olmak üzere heterotroflar, mağaraların 
iç kesimlerinde bulunabilirler. Mağaralarda organik 
karbon, yaygın olarak çözünmüş organik karbon (DOC) 
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formunda bulunmaktadır. Yüzeydeki toprak kaynaklı 
ekosistemlerden kaynaklanan allokton girişinin sonucu 
olarak DOC derinliğine ve yüzeye olan bağlantısına v
yakınlığına bağlı olacaktır (Barton ve Engel, 2015).  

Şekil 1. Mağaralarda ışık maruziyetine bağlı olarak 
oluşan bölgeler 

Mağaralardaki Mikrobiyal Biyoçeşitlilik 

içeren mikroorganizmalar grubu mağaralarda oldukça 
yaygındır (Saiz
2002). Mikrobiyal toplulukların oluşumu ve yapısı; pH, 
besin maddelerinin durumu, ışık, oksijen, kükürt ve 
diğer metallerin bileşenleri, nem ve yüzey 
kolonizasyonuna dayanıklılık gibi çeşitli faktörlere 
bağlıdır.

Mağaralarda mikrobiyal aktivite ince kalsit tortuları 
ya da kayaç yüzeylerindeki değişimler olarak açıkça 
görülebilir. Bu özelliklerin saptanması mağarada 
mikrobiyal aktivitenin varlığına delil olarak gösterilebilir 
(Şekil 

Yüzeylerdeki Noktalar: 
yüzeylerde nokta görünümüne neden olmaktadır. 
Genellikle şartlar uygun olduğunda mikroorganizmalar 
büyüyerek gözle görülecek büyüklükte koloniler 
oluşturur. Bu koloniler şekil olarak petri kutusundaki
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mikroorganizma içerir. Bu tip koloniler özellikle suların 
sızdığı alanlarda açıkça görülür.

Olağandışı Renklenme: 
yüzeylerde büyüdüğünde yüzey alanının kimyasını 
değiştirebilirler ve kayalarda renk değişikliğine neden 
olurlar. Mağaralarda görülen kırmızı/ siyah kalıntılar bu 
durumun bilinen örnekleridir. Bu renk mekanizması 
bölgenin kimyası ve mikrobiyal aktiviteye göre bölgeden 
bölgeye değişebilmektedir.

Çökeltiler:
radiyentleri kullanarak enerji üretirler. Bu gradiyentler 

mikroorganizmaların çevresel koşullarını değiştirebilir 
ve minerallerin kimyasal özelliklerinde değişime yol 
açar. Demir ve mangan oksit gibi minerallar bu değişime 
neden olur ve çökelmelere yol açar. Bu mikrobiyal aracılı 
çöktürme sonucunda yüzeylerde mineral bantlı 
katmanlar oluşur.

Korozyon Artıkları: Kireçtaşı, dolomit ve 
minerallerle birlikte mikrobiyal etkileşimin sonucu 
olarak korozyon artıkları ortaya çıkmaktadır. Bu 
oluşumun mekanizması araştırmacılar tarafından henüz 
tam olarak açıklanmamıştır. Mikrobiyal metabolik 
aktivitenin kayaçlardaki çözünme ile ilgili olduğu 
varsayılmaktadır. Enerji oluşumunun ise sürekli mineral 
dönüşümü ve çökelmelerin neden olduğu kimyasal 

ığı düşünülmektedir. 
Korozyon artıkları mağara ortamlarında jeomikrobiyal 
aktiviteyi sağlamakta ve besin yoksunluğu olan 
ortamlarda enerji oluşumunu sağlamada yararlı 
olmaktadır (Barton 

Yapısal Değişiklikler: 
etkileşime girdiği zaman kayalarda kimyasal 
değişikliklere neden olabilirler. Bu değişiklikler; ince 
yapısal değişikliklerin sonucu olarak korozyon artıkları 
ile görülen parlak renk değişikliklerinden farklı olabilir. 
Bu oluşum mikrobiyal enerjinin ortaya çıkmasını 
sağlamaktadır.
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Biyofilmler: Mağaralarda mikrobiyal aktivitenin en 
açık işaretlerinden biri biyofilmlerin varlığıdır. Bu 
tabakalar mikrobiyal komüniteleri içermektedir. Jel 
benzeri yapılarla birlikteyapışkan tampon, kaygan su altı 
tabaka ve kıl benzeri dallar gibi bazı yapıları da 
kapsamaktadır. Biyofilmler enerji girişi olan yerlerde sık 
görülmektedir ve mağara yaşamında enerji kaynaklarını 
destekleyen önemli bir kanıttır (Angert vd. 1998).

Şekil 2. : Mağaralarda Mikrobiyal 
Kaya yüzeyindeki mikrobiyal kolonilerin hipodermik 

iğne ile örneklenmesi B)Renk Kaya yüzeyinde 

Çökeltiler Kaya yüzeylerinde mikrobiyal aktivite ile 
oluşan bantlı mineralizasyon D) Korozyon Artıkları

mağara tavanında oluşmuş parlak renkli korozyon 
kalıntısı E) Yapısal Değişiklikler Yumuşak mağara 

tavanlarındaki kimyasal gradientlerin incelenmesi F) 
Mağara akarsularında görülen beyaz 

biyofilm kaplamaları (Barton, 2006)

Bakteriyel Biyoçeşitlilik 
Bu güne kadar mağaralarda mikrobiyalekoloji 

üzerine yapılan birçok çalışmada bakteriyel çeşitlilik 
vurgulanmıştır. Bu çalışmalar ağırlıklı olarak mağaranın 
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duvarlarında ve tavanlarında, sudaki sedimentlerde ve 
speleoterm yüzeylerinde bulunan çökeltilere 
odaklanmıştır. Mikrobiyal kültürlere dayanan 
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tarafından mağaradaki mikroorganizmaların 16S 
rRNAfilogenetik analizi ortaya konmuştur. Bu sonuçlara 

Proteobacteria, Bacteroidetes, Actinobacteria
Chloroflexien yaygın bakteriyel sınıflar olarak 

tanımlanmıştır. Bununla birlikte, bu sonuçlar her 
mağaranın özelliklerine göre değişebilmektedir. 
Gammaproteobacteria Acidobacteria
Mağarasında baskın iken, Gammaproteobacteria
Epsilonproteobacteria sulfidik mağara biyofilminde 
baskındır (Chelius ve Moore, 2004, Engel, 2010). Zhou 
vd. (2007); Avustralya, Çin, İ
mağaraları karşılaştırmış ve Proteobacteria'nın İspanya 
ve Çin mağaralarında baskın grup olduğunu ve 
Acidobacteria 'nın ikinci baskın grup olduğunu 
bildirmiştir. Ferromanganez çökeltileri 

Crenarchaeota Euryarchaeota'yı kapsayan 
bazı arkea gruplarını içermektedir ve bu arkea grubunun 
farklı çalışmalarda kaydedildiği bildirilmiştir (Northup 
vd. 2003). Farklı ülkelerdeki turistik mağaralarda yer 
alan mantarların jeomikrobiyolojisi üzerine yapılan 
çalışmalar, Ascomycota nın hem kültüre bağımlı hem de 
kültürden bağımsız çalışmalarda baskın bir grup 
olduğunu göstermiştir (Docampo vd. 2010).

Günümüze kadar tamamlanan çalışmaların çoğu 
bakteri çeşitliliğini aydınlatmak için kültüre dayalı veya 
metagenomik yaklaşımlar uygulamıştır. Örneğin, 2014’te 
Vlikonja ve diğerleri tarafından Sloven karstik bir 
mağarada kültüre dayalı bir çalışma yapılmıştır (Barton 
ve Jurado, 2007). Mikrobiyalizolatların 16S rRNA gen 
profillemesini kullanarak incelenen 80 bakteri izolatının 
çoğunluğunun Streptomyces Micrococcus

Rhodococcus (% 10) ‘ tan oluştuğu tespit edilmiştir. 
Diğer kültüre edilebilir bakteriler Microbacter, 
Agrococcus, Arthrobacter, Bacillus, Kocuria, Oerskovia, 
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Bacillus, Okskovia Oroskovia olmak üzere 
Pseudomonas Agrobacterium Lysobacter

Paenibacillus Sphingomonas Aerococcus Bosea
düşük oranda tespit edilmiştir.

Bir başka çalışmada, İspanya, Çek Cumhuriyeti ve 
Slovenya'da bulunan üç karstik mağaradaki mikrobiyal 
topluluklar analiz edilmiştir. Bu üç mağaradan elde 

klonu hazırlanmıştır. İstatistiksel analizde 
Pseudonocardinae –

– Xanthomonadales –
varlığı saptanmıştır. Sekansların% 7'si üç örnekleme 
alanında ortak, kalan % 35'i alana özgüdür. Bu bulgular, 
benzer phylotiplere ait mikrobik toplulukları barındıran 
farklı kireç taşı mağaralarında yapılan daha önceki 
çalışmaların sonuçlarına benzemektedir (Castainer vd. 

Kartchner mağaralarında, 10 mağara üzerine 
inceleme yapılmıştır ve sonuç olarak Actinobacteria, 
Proteobacteria Acidobacteria olmak üzere 3 farklı 
taksonomik profil ortaya çıkarılmıştır.

İlginçtir ki, yapılan çalışmalarda daha düşük 
çeşitlilikte mikrobik toplulukları sergileyen örnekleme 
noktaları Actinobacteria tarafından baskın iken, daha 
çeşitli topluluklarda Proteobakteriler egemen olduğu 
görülmektedir. Ayrıca, Kartchner Mağaralarındaki 
örneklerin 16S klon kütüphanesi profillemesi, bakteriyel 
popülasyona hakim olan Actinobacteria'yı ortaya 
çıkarmıştır; bunların% 99'u kemoototrof ve 
oligotroflardır (Ortiz ve diğ. 2013;Wu ve diğ. 2015).

Benzer şekilde, Çin 'deki Jinjia Mağaralarının Kaya 
duvarı tortularında, su sedimentlerinde ve bataklık 
topraklarında bakteri varlığını
Proteobacteria Actinobacteria varlığını ortaya 
koymuştur (Wu vd. 2015). Bu iki çalışma (Kartchner ve 
Jinjia mağaraları) farklı coğrafi bölgelerde olmasına 
rağmen (Doğu Kuzey Amerika ve Doğu Asya) mikrobiyal 
toplulukların benzer olduğunu ortaya çıkarmıştır. 
Riquelme vd. 2015 volkanik mağaralarda (Azores, 
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yaptıkları çalışmalarda volkanik mağaraların bilinmeyen 
Actinobacteria’lar için zengin bir rezervuar olduğunu 
ortaya çıkarmıştır 

Erzurum'da Elmalı ve Yıldızkaya Mağara 
Sistemlerinde damlataş oluşumuna katkıda bulunan 
bakterilerin karakterizasyon ve tanımlaması yapılmıştır 
(Barış, 2009). Yücel ve Yamaç (2010), 19 farklı 
mağaradan izole edilen Streptomyces 
antimikrobiyal aktivitelerini araştırmışlardır. İn vitro 
olarak Düzkır Mağarası'ndan (Aladağlar) izole edilen 
bakteriyel örneklerin antimikrobiyal aktivitelerini, 

üretme kabiliyetlerini ve sitotoksik etkilerini 
araştırılmış, farelerde in vitro ve
edilmiştir (Şen vd. 2011). 

Arkea Biyoçeşitlliği 
Arkea üyelerinin mağaraların kronik enerji stresine 

iyi adapte oldukları ve besin döngüsüne katkıda 
bulunarak besin değeri düşük mağara ekosistemlerinde 
önemli rol oynadığı düşünülmektedir. Arkealar çok uzun 
süre yalnız ekstrem koşullara atfedilmiştir (Woese vd. 
1990). Bununla birlikte, yapılan çalışmalar mağaralarda 
ve diğer ekosistemlerde ve çeşitli toprak numunelerinde 
Arkea varlığını ortaya koymuştur (DeLong, 1998). Bu 

en mikroorganizmalar aerobik, fakültatif 

olabilir. Bu organizmaların çoğu kükürtümetabolize 

Bu özelliklerden dolayı, arkealar küresel karbon ve 
azot döngülerinde önemli bir rol oynamaktadır. Bugüne 

Crenarchaeota Euryarchaeota, arkealar içindeki 
en önemli gruplardır. 

Mağara sistemlerinde Arkeaların bulunuşu hakkında 
çok az bilgi vardır. Sıklıkla tespit edilen arkeala
Crenarcheaota Euryarcheaota
Mağarası'ndan (Chen vd. 2009) ve Wind Mağarası 
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kütüphanesinde, arkeal 16S rRNA dizileri bulunmuştur. 
Frasassi mağara sistemine ait düşük pH içeren (pH 0

el Fiume) başka bir mağarada bir grup Archaea 
tanımlanmıştır ve snottitler içerisinde tanımlanan 
mikroorganizmaların% 40'ını oluşturduğu tespit 
edilmiştir (Macalady vd. 2007). Bu mağarada 
Crenarcheaota'dan herhangi bir temsilci bulunamamıştır 
ve popülasyonda  ağırlıklı olarak azaltılmış sülfür 
bileşiklerini oksitleyebilen Ferroplasma
olduğu görülmüştür (Tyson vd. 2004). Asidik ortamlarda 
yapılan çalışmalar pH ve Ferroplasma'nın egemenliği 
arasında bir korelasyon olduğunu göstermiştir 

Yellowstone'daki asidik sular ve sıcak su akıntılarında 
arkealarbelirlenmiştir. Son yıllarda Altamira 
Mağarası'nda, yeni bir psikrofilik Crenarcheota üyesi 
saptanmıştır. Lechuguilla Mağarası'nda mezofilik 
Crenarcheota Euryarcheota tanımlanmıştır (Northup 

Fungal Biyoçeşitlilik 
Mağara ortamlarında mantarlar çoğunlukla 

kayalardan, mağaranın sedimentlerinden, yarasa 
guanosundan, mağara yüzeylerinden ve havadan izole 
edilmektedir. Çalışmaların çoğunda, kanıtlar 
Ascomycota'nın diğer şubelerden daha fazla tespit 
edildiğini ortaya koymaktadır. Çoğu mağara örneğinde 
Penicillium Aspergillus Botrytis Cladosporium
Fusarium cinslerinin hakim olduğu bilinmektedir (Man 
vd. 2005; Nováková, 2009). Son zamanlarda incele
Kuzey Amerika mağaralarının çoğunda 
Pseudogymnoascus destructans türü tespit edilmiştir. Bu 
mantarın, White Nose Sendromu olarak adlandırılan 
ölümcül yarasa enfeksiyonunun etken ajanı olduğu 
bilinmektedir. Mağara ortamlarında tespit edilen mantar 

nlarının çoğu saprofitlerdir; çoğunun karst 
yüzeyinde yaşadığı ve bozunan organik maddeleri 
kolonize ederek oligotrofik mağara mantarlarının 
büyümesini engellediği bilinmektedir (Northup ve 
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Biyofilm Çeşitliliği 
Biyofilmlerin oluşumu, mikrobiyal toplulukların 

mağaralarda karşılaşılan ekstrem çevre stresi ile baş 
etme yollarından biridir. Jones vd. 2012’de İtalya'daki 
sülfid bakımından zengin Frasassi mağara sisteminin 
duvarlarından "snotit" olarak adlandırılan oldukça asitli 

erin yapısını ve işlevselliğini 
araştırmıştır. Snottitlerden alınan örneklerin 16S 
rRNAklon kütüphaneleri oluşturulmuştur;sonuçlara göre 
Acidithiobacillusthiooxidans'ın dominant (>% 70) grup 
olduğu, bunuThermoplasmatales
Acidimicrobiaceae takip ettiği belirlenmiştir. 

Çeşitli çalışmalarda mağara  tipi, mineral çeşitliliği ve 
mikrobiyal çeşitlilik ilişkileri incelenmiştir ve bu 
mikrobiyal toplulukların mağara çökeltilerinin 
oluşumunda rol oynayabileceğini ileri sürmüştür. 
Örneğin, Kuzey İsveç’te yer alan Tjuj Ant Mağarası iki tür 
mağara çökeltisi barındırmaktadır: (1) kangaloid, 
(patlamış mısır yapıları) ve (2) flowstone (ince yapılar). 
İnce yapılar Actinobacteria benzeri biyofilmler ve 
mantar toplulukları olmak üzere iki tip mikrobiyal 

luk barındırmaktadır(Sallstedt ve diğ. 2014). 
Meksika Villa Buz Mağarasında’dabiyofilm oluşumuna 
rastlanmıştır (Şekil 2. 4). Bu mikrobiyal topluluklar 
mağara oluşumlarında önemli bir rol oynamaktadır ve 

mineral etkileşimlerindeki 
farklılıkları incelemek için bir model sunmaktadır 
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Şekil 2. 2. Meksika Villa Luz Mağarasında biyofilm 
oluşumu (Lavoie vd. 2007) 

Mağaralardaki Patojenik Mikroorganizmalar 
Çeşitli mağaralarda bulunan ve izole

Aurantimonas, Legionella, Staphylococcus, 
Inquilinus, Afipia, vb.) özellikle insanlar için risk 
oluşturmaktadır. Bununla birlikte, bu 
mikroorganizmaların virulans seviyeleri, aynı türlerin 
suşları içinde farklılık göstermektedir. Bu, türün izole 
edildiği ekolojik nişin özellikleri ile ilişkili olabilir ve 
mikroorganizmaya farklı patojenite faktörlerini 
kazandırabilir veya geliştirebilir. 

Mağaralarda patojenlerin bulunup bulunmadığının 
yanı sıra, patojenlerin kültür temelli yöntemleri 

llanarak ve kantitatif PCR ile ölçebilmek önemlidir.  
Öte yandan, mağaralarda izole edilen patojen suşların 
bulaşıcı kapasitesi hakkında bilgi edinmek, virülans 
kapasitelerini direk PCR yöntemleri ile virülans genlerini 
işaretleyiciler olarak incelemek ve diğer konak etkileşim 
testleri ile incelemek yerinde olacaktır. Mağaralarda 
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insan varlığına bağlı olarak, insandan mağaraya, birçok 
farklı patojenik seviyeye sahip yeni bakteri hatlarının 
gelişmesine yol açabilecek bir bakteri geçişinde yüksek 

dır. Bu fenomen, Lavoie ve Northup (2006) 
tarafından önerilen insan indikatör bakterilerinin 
ölçülmesi ile değerlendirilebilir. Öte yandan, suşlar 
değiştirildikten sonra (insandan mağaraya veya tam 
tersine) adaptif faktörler; transkriptom ve 
karşılaştırmalı genomik çalışmalarla tanınabilir.

Sık ziyaret edilen veya hayvanların bulunduğu 
mağaralar patojenik mikroorganizmaların 
rezervuarlarıdır. Son yıllarda, mağaralarda yaşayan bazı 
bakteri, mantar ve virüslerin insanlarda ve hayvanlarda 
patojen olduğu bildirilmiştir. Özellikle tropikal 
bölgelerde bu tehlike daha fazladır. Belirli bir 
enfeksiyonu tek bir ziyaretle ilişkilendirmek zor olsa da, 
birçok tıbbi rapor, Afrika'daki mağaralarda yapılan 
ziyaretlerin ve madencilik faaliyetlerinin hastalık ve 
ölümcül kayıplar ile sonuçlandığını göstermektedir. 
Mağara mikroorganizmaları tarafından üretilen en sık 
görülen hastalıkların solunum sisteminde bulunduğu 

Yeni Antibiyotik Kaynağı Olarak Mağaralar 
oorganizmaları öldüren 

ya da onların büyümesini engelleyen kimyasal 

bileşenleri kapsamaktadır (Kujumgiev vd. 1999). Çoğu 
modern antibiyotik 1945 ve 1960 yılları arasında 
“Antibiyotik Keşfinin Altın Çağı” olarak bilinen dönemde 
keşfedilmiştir. Gram pozitif ve negatifleri içeren çeşitli 
patojenlere karşı etkili antibiyotiklerin çoğu bu dönemde 
tanımlanmıştır (Spector vd. 2012).

Mağaralar doğadaki eşsiz, keşfedilmemiş ve hakkında 
az çalışma mevcut olan ortamlardır (Cheeptham, 2013; 

özelleşmiş mikroorganizmaların yaşayabildiği ve yeni 
biyoaktif bileşikler üretebilme potansiyeli taşıyan yeni 
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mikroorganizmaların keşfi için cazip yerler haline 
gelmiştir. Yeni biyoaktif türlerin taranması, yeni 
prokaryotik türlerin eşsiz biyoaktif bileşikler 
içerebileceği hipotezine dayanmaktadır. Bu olgu 
taksonomik çeşitliliğin kimyasal çeşitlilik ile ilişkili 
olduğu anlamına gelmekt
2010). Tablo 2. 1’ de çeşitli mağaralardan izole edilen ve 
tanılanan potansiyel antibiyotik üreticileri gösterilmiştir 
(Gabriel ve Northup, 2013). Lee vd. (2000) tarafından 
Kore’ de yapılan çalışmada toplanan toprak örneklerind
Saccharothrix Saccharothrixviolacea
türler keşfetmiştir. Lee (2006), Kore'deki doğal bir 
mağarada bakterilerin biyoçeşitliliği üzerine araştırma 
yapmış ve yeni bir aktinomiset olan 
Nocardiajejuensissp.’i keşfetmiştir. Cheng vd. (2013) Çin’ 
deki antik bir mağaradan Microlunatuscavernaesp.’i 
keşfetmiştir. Margesin vd. (2004) bir alp buz 
mağarasında Arthrobacter cinsine ait yeni türler 
kaydetmiştir. Bu mikroorganizmalar çok çeşitli 
mağaralarda dağılım göstermektedir.

dermetabolit üretiminde en çok 
kullanılan bakterileri içermektedir. Volkanik bir 
mağaradan izole edilen Streptomyces cinsinin yüksek 
oranda sekondermetabolitlere sahip olduğu 
bildirilmiştir (Kay vd. 2013; Cheeptham, 2013).
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mikroorganizmaların keşfi için cazip yerler haline 
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Tablo 2. 1. Bazı mağaralardan izole edilen antibiyotik 
üretme potansiyeline sahip mikroorganizmalar 

Mağara 
Lokasyonu 

 Bulunan 
Mikroorganizmalar 

mağarası, Kuzey İspanya
Streptomyces Nocardia .
Rhodococcus,  
Nocardioides Amycolatopsis

Cesspool mağarası, 
Virginia, Amerika Birleşik 

Thiothrix Helicobacter Thiovulum

Hawaii, Amerika Birleşik 
Bacteria ve Cyanobacteriasuşları

Japonya’daki çeşitli 
mağaralar  (20 kireç taşı 
mağarası ve volkanik 
mağara)

Trichosporontürleri, 
Candidapalmioleophila
Clusitaniae
Debaryomyceshansenii
Hanseniaspora

NewMexico’daki lav 
mağaraları

Bacteroidetes Chloroflexi
Nitrospirae Verrucomicrobia

mağarası, 
Terceira adası, Portekiz

Proteobacteria
Actinobacteria; Gallionella

Leptothrix
gözlenmiştir fakat diğer teknikler 
ile belirlenememiştir.  

 

Antibiyotik Direnç Gen Rezervuarları Olarak 
Mağaralar 
Direnç; bakterilerin antimikrobiyal bir ajanın 

öldürme ya da üremeyi durdurma etkisine karşı 
koyabilmesidir (Tenover ve Hugles, 1996). Direnç 
antibiyotiğin kendisi ve direnç genleri olmak üzere iki 
faktörün sonucu olarak gelişmektedir. Antibiyotik 

hedef değişikliği, ilaç alımı ve atılımının kontrolü 
ve yüksek oranda verimli enzim aracılı inaktivasyondahil 
olmak üzere birçok farklı mekanizma ile kendini 
göstermektedir (Tablo 2.2).  Direnç, hedef genlerdeki 
bazı mutasyonlarda nispeten hızlı bir şekil
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çıkabilir ve antibiyotiklerin bu tür mutasyonları 
desteklediğine dair kanıtlar vardır. Bununla birlikte, 
çoğu antibiyotiğe karşı direnç, son derece etkili 
enzimlerin aracılığıyla gerçekleşir. Bu unsurlar doğal 

antibiyotik direncinin uzun bir evrimsel geçmişe sahip 
olduğu ortaya çıktığı düşünülmektedir (Yücel ve Yamaç, 

Tablo 2. 2. Antibiyotik ana sınıflarının hedefleri, direnç 
mekanizmaları ve etki biçimleri (Walsh, 2000)
Antibiyotik 
 

Hedef 
 

Etki biçimi 
 

Direnç 
Mekanizması 

Hücre duvarını etkileyenler
β

tabakasındaki 
çapraz bağ 
oluşumunu 

β

bağlayıcı protein 
mutantları

Peptidoglikan ve lipid II’ nin D
tabasının 
oluşumunda 

substratları 
uzaklaştırarak 
bağlanmasını 

değişiklik

Protein Sentezi 

sınıfındaki 
Ribozomal RNA’ 
yı metiller,
antibiyotiğin 
hücre dışına 
atılması 
Antibiyotiğin 
hücre dışına 
atılması
Antibiyotiğin 

Etki şekli 
belirlenmemiştir

DNA replikasyonu/tamiri 

yapısal 
değişiklik
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Çok sayıda yeni araştırma, direnç genlerinin sıklıkla 
antibiyotik kullanımının artışından kaynaklandığını 

Bununla birlikte, diğer çalışmalar, insanların tedavi 
amacıyla antibiyotik kullanımından önce de bazı dirençli 
genlerin var olduğunu ileri sürmektedir (White 2013). 
Hollanda’da antibiyotik öncesi ve sonrası dönemlerini 

–2008) kapsayan toprak örnekleri üzerine yapılan 
bir araştırmada, antibiyotik öncesi dönem örneklerine 
kıyasla günümüze ait toprak örneklerinde majör 
antibiyotik aileleri (ß
makrolidler) için antibiyotik direnç genleri taşıdığı 
gözlenmiştir (Knapp vd. 2010). Bu kanıt, yaygın direncin, 
antibiyotiklerin insan kullanımına bağlı olduğu hipotezi 
ile tutarlıdır.

Bilim adamları, farklı çevrelerden izole edilen 
bakterilerin direnç gen kaynaklarını tanımlamak iç
fonksiyonel çalışmalar gerçekleştirmişlerdir (White, 
2013; Bhullar, 2011). Forsberg ve ark., 2012’ de doğal 
ortamları, genlerin toprak bakterileri ve klinik patojenler 
arasında aktarılmasını sağlayan antibiyotik dirençli 
genlerin rezervuarları olarak tanımlamıştır (Forsberg vd. 
2012).  2011’de Bhullar, Meksika’da bulunan Lechuguilla 
mağarasından izole edilen mikroorganizmalar üzerine 
araştırma yapmıştır.  Bu tamamen izole edilmiş olan 
mağarada yaşayan mikroorganizmaların 4 6 milyon yıl 
yüzey suyu ile etkileşime girmesi muhtemel olmamakla 
birlikte günümüzde dahi bu mağaraya insan erişimi son 
derece sınırlıdır. Araştırma sonuçları mağara 
bakterilerinin doğal ortamlarında karşılaşma ihtimali 
olmayan, piyasada bulunan çeşitli antibiyotiklere karşı 
oldukça dirençli olduğunu göstermiştir (Şekil 2. 6). 
Evrim ve direnç yaygınlığını incelemedeki zorluklardan 

antibiyotiğe maruz kalmamış doğal ortamları bulmadaki 
zorluktur. Bu tür ortamlardaki antibiyotik direnç 
çalışmaları, direnç gen prevalansı ve evrimin anlaşılması 
için gerekli olan direnç genetik çeşitliliğinin kritik bir 
ölçüsünü sağlamaktadır ve çeşitli araştırmacılar 
tarafından 
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tarafından kodlanan doğal bir süreç olduğu ileri 
sürülmektedir (Hughes ve Datta, 1983; Barlow ve Hall, 

 

Şekil 2. 3. Lechuguilla Mağarasından İzole Edilen 
Bakterilerin Çeşitli Antibiyotiklere Karşı 20 mg/ml 

Konsantrasyonda Direnç Seviyeleri (üstte) Gram pozitif 
suşlar (altta) Gram negatif suşlar. Antibiyotikler, her bir 

rengin farklı bir hedefi temsil ettiği etki/ hedef tarzlarına 
göre gruplandırılmıştır (Bhullar, 2011). 

Kaynaklar 
 

Amerikan Mineralogist

 Barış, Ö., 2009. Erzurum ilindeki mağaralarda 
damlataşı oluşumunda etkili bakterilerin izolasyonu, 
karakterizasyonu ve tanısı. Atatürk Üniversitesi, Fen 
Bilimleri Enstitüsü, Doktora Tezi, Erzurum  135.
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Serpil SEVİMLİ DENİZ

 CANOPY KÜMELEME ALGORİTMASI- WEKA 
UYGULAMASI 
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Giriş  
Veri madenciliğindeki temel konulardan biri de 

gözlem verilerindeki anlamlı yapıları keşfetmektir. Bu 
amaçla genel olarak kümeleme analizi gibi açıklayıcı veri 
analiz yöntemleri kullanılır (Prabhu ve Duraiswamy, 
2013). Büyük veri kümelerini kümeleme ile ilgili birçok 
sorun olabilir. Veri kümesini büyük olarak 
tanımlayabileceğimiz üç farklı durum vardır: birincisi, 
veri kümesinde çok sayıda eleman bulunabilir, ikincisi, 
her elemanın birçok özelliği olabilir ve üçüncü olarak, 
keşfedilecek çok sayıda küme olabilir. Kümeleme; en 
genel tanımı ile dağınık bir veri kümesi içerisin
öznitelikleri birbirine benzeyen elemanların bir araya 
getirilerek gruplandırılması işlemi olarak tanımlanabilir 
(Han ve ark., 2012). Veri madenciliği alanında 
kümelenme önemli alanlardan biridir. Kümeleme işlemi 
sonucunda ortaya çıkan bir küme, kendi içerisinde 
benzer özniteliklere sahip elemanlar barındıran, ancak 
elemanları diğer kümelerin elemanlarının 
özniteliklerinden farklı olan bir grup olarak ifade 
edilebilir (Larose, 2005). Veri madenciliği birliktelik 
kuraları, kümeleme, sınıflandırma, regresyon işlevlerini 
yerine getiren denetimli öğrenme ve denetimsiz 
öğrenme algoritmalarını içerir. Denetimli öğrenme, 
girdileri istenen çıktılara göre eşleyen bir fonksiyon 
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oluşturulur. Bir sınıflandırma probleminde, öğrenci bir 
fonksiyon haritasına yaklaşır; bir vektör, işlevin girdi 
çıktı örneklerine bakarak sınıflara ayrılır. Denetimli 
öğrenmenin, eğitim verisi olarak adlandırılan etiketli 
eğitim seti grubundan bir fonksiyonu çıkartan makine 
öğrenimi olduğunu söyleyebiliriz. Denetlenmeyen 
öğrenme, etiketlenmiş değerler olmayan vektörlerin 
eğitim seti ile ilgilenir. Bu durumda sorun, tipik olarak, 
eğitim setini bazı uygun yollarla alt kümelere ayırmaktır. 
Denetlenmeyen öğrenme yöntemleri, verileri anlamlı 
kategorilere ayırmakla ilgilidir. Denetimsiz öğrenim 
örneği kümeleme mekanizmasıdır. Kısacası, 
denetlenmeyen öğrenme algoritmalarının, 
etiketlenmemiş örneklerde, yani, istenen çıktıların 
olduğu girişte çalıştığını söyleyebiliriz. Hiyerarşik 
kümelemede ihtiyaç duyulmasa da bölümleyici 
kümeleme algoritmalarında girdi olarak küme sayısı da 
kullanılmakta ve bu nedenle küme sayısının önceden 
bilinmesi gerekmektedir. Yapılan kümelemenin kalitesi 
önemli düzeyde bu girdi değerine bağımlı olmaktadır. 
Kümeleme kalitesi genellikle kümeleme sonrasında 
gerçekleştirilen küme geçerlilik ölçüleriyle 

kümeleme sonucuna ulaşmak için kullanılan 
algoritmaların ardı ardına çok sayıda çalıştırılması 

Kümeleme algoritmaları 1990’lı yılların ortaları
kadar sadece hiyerarşik ve bölümleyici başlıkları altında 
sınıflandırılırken, artık bu sınıflandırma yetersiz 
kalmaktadır. Son yıllarda yoğunluk temelli, ızgara 
temelli, olasılık temelli, çizge temelli, alt uzay gibi 
başlıklar altında çeşitli kümeleme algoritmaları 
geliştirilmiştir ve geliştirilmeye devam etmektedir. 

Hiyerarşik Temelli Küme Algoritmaları 
Aynı zamanda bağlantı tabanlı kümeleme olarak da 

bilinen hiyerarşik küme algoritmaları, uzaklıklarına göre 
"kümeler" oluşturmak için "nesneleri" bağlar (Akpınar, 



Fen Bilimleri ve Matematik Alanında Yenilikçi Yaklaşımlar

oluşturulur. Bir sınıflandırma probleminde, öğrenci bir 
fonksiyon haritasına yaklaşır; bir vektör, işlevin girdi 
çıktı örneklerine bakarak sınıflara ayrılır. Denetimli 
öğrenmenin, eğitim verisi olarak adlandırılan etiketli 
eğitim seti grubundan bir fonksiyonu çıkartan makine 
öğrenimi olduğunu söyleyebiliriz. Denetlenmeyen 
öğrenme, etiketlenmiş değerler olmayan vektörlerin 
eğitim seti ile ilgilenir. Bu durumda sorun, tipik olarak, 
eğitim setini bazı uygun yollarla alt kümelere ayırmaktır. 
Denetlenmeyen öğrenme yöntemleri, verileri anlamlı 
kategorilere ayırmakla ilgilidir. Denetimsiz öğrenim 
örneği kümeleme mekanizmasıdır. Kısacası, 
denetlenmeyen öğrenme algoritmalarının, 
etiketlenmemiş örneklerde, yani, istenen çıktıların 
olduğu girişte çalıştığını söyleyebiliriz. Hiyerarşik 
kümelemede ihtiyaç duyulmasa da bölümleyici 
kümeleme algoritmalarında girdi olarak küme sayısı da 
kullanılmakta ve bu nedenle küme sayısının önceden 
bilinmesi gerekmektedir. Yapılan kümelemenin kalitesi 
önemli düzeyde bu girdi değerine bağımlı olmaktadır. 
Kümeleme kalitesi genellikle kümeleme sonrasında 
gerçekleştirilen küme geçerlilik ölçüleriyle 

kümeleme sonucuna ulaşmak için kullanılan 
algoritmaların ardı ardına çok sayıda çalıştırılması 

Kümeleme algoritmaları 1990’lı yılların ortaları
kadar sadece hiyerarşik ve bölümleyici başlıkları altında 
sınıflandırılırken, artık bu sınıflandırma yetersiz 
kalmaktadır. Son yıllarda yoğunluk temelli, ızgara 
temelli, olasılık temelli, çizge temelli, alt uzay gibi 
başlıklar altında çeşitli kümeleme algoritmaları 
geliştirilmiştir ve geliştirilmeye devam etmektedir. 

Hiyerarşik Temelli Küme Algoritmaları 
Aynı zamanda bağlantı tabanlı kümeleme olarak da 

bilinen hiyerarşik küme algoritmaları, uzaklıklarına göre 
"kümeler" oluşturmak için "nesneleri" bağlar (Akpınar, 

Serpil SEVİMLİ DENİZ

Tek bağlantı kümeleme 
Tam bağlantı kümeleme

Bu algoritmalara örnektir.

Bölümleyici Küme Analizi Algoritmaları 
Merkez bazında kümelenmeler olarak da tanımlanır. 

Veri kümesi, merkezi bir vektör ile temsil edilir. 
k küme merkezleri bulunur ve veriler kümeden alınan 
kare mesafeleri en aza indirecek şekilde en yakın küme 
merkezine atanır. Genellikle bölmeli temelli kümeleme 
algoritmaları 3 adımdan oluşur; başlatma, bölümleme ve 
düzeltme (Gionis ve ark., 2005).

Bu algoritmalara örnektir.

Yoğunluk Temelli Küme Analizi 
Algoritmaları 
Yoğunluğa dayalı kümelenmede kümeler, veri 

kümesinin geri kalanından daha yüksek yoğunluklu 
arak tanımlanır.
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Bu algoritmaların örneğidir.

Izgara Temelli Algoritmalar 
Veri setini hücrelere bölerek ızgaralı bir yapı 

oluşmasını sağlar ve kümeleme bu ızgaralı yapı üzerinde 
gerçekleşir (Wang, 2006). Bu algoritmaların temel odak 
noktası uzaysal veridir. Yani uzaydaki nesnelerin 
geometrik yapısı, ilişkileri, özellikleri ve işlemlerini 
içeren veridir. Bu algoritmaların amacı birçok hücre 
içindeki veri setinin sayısını belirlemek ve bu hücrelere 
ait nesnelerle çalışmaktır. Bu algorit
değiştirmekten ziyade nesnelerin gruplarının birçok 
hiyerarşik düzeyini oluşturur. Bu bakımdan hiyerarşik 
algoritmalara benzer fakat ızgaraların ve dolayısıyla 
kümelerin birleştirilmesi bir uzaklık ölçüsüne bağlı 
değildir. Genellikle ızgaranın belirli bir hücresine düşen 
nesnelerin sayısına dayanan önceden tanımlı parametre 
tarafından karar verilir (Andritsos, 2004). 

Alt Uzay Arama Algoritmaları 

Uzaklık ölçüleri 
Kümeleme, benzer örnek veya nesnelerin 

ndırılması olduğundan, iki nesnenin benzer mi 
yoksa benzemez mi olduğunu belirleyen bir çeşit ölçü 
gereklidir. Bu ilişkiyi tahmin etmek için kullanılan iki 
temel önlem türü vardır: mesafe ölçümleri ve benzerlik 
ölçüleri.
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Birçok kümeleme metodu, herhangi bir nesne çifti 
arasındaki benzerliği veya farklılığı belirlemek için 
mesafe ölçümleri kullanır. İki örnek arasındaki mesafeyi 
belirtmek için ( , )i jd x x kullanılır. Veriler arasındaki 
benzerliği hesaplamak için:

a. Öklid mesafesi
uzaklığı

kullanılabilir.
Öklid mesafesi;

2 2 2
1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )i j i j in jnd i j x x x x x x      

1 2( , ,..., )i i ini x x x 1 2( , ,..., )j j jnj x x x

1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )i j i j in jnd i j x x x x x x      

1 2( , ,..., )i i ini x x x 1 2( , ,..., )j j jnj x x x

1
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n

ik jk
k

d i j x x






 

METOD 

K-Means Kümeleme 
, en fazla bilinen kümeleme problemini 

çözen en basit ve en iyi denetlenmeyen öğrenme 
algoritmasıdır. Büyük veri kümelerinin kümelenmesinde 
etkilidir. Bu kümeleme algoritması MacQueen tarafından 
geliştirilmiştir. K Means, belirli bir veri kümesi için k 
kümelerini bulacak bir algoritmadır. K kümelerinin 
sayısı kullanıcı tarafından tanımlanmıştır. Her küme, 
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centroid olarak bilinen tek bir nokta ile tanımlanır 
merkezlerin hepsi, kümedeki tüm noktaların ortalama 
değerini alarak güncellenir. K Means algoritması,
nesneyi, özniteliklerine ve özelliklerine bağlı olarak, 
k'nin kullanıcı tarafından tanımlanan bir sabit olduğu k 
kümelerine ayırmayı amaçlar.

k-means kümeleme algoritmasının adımları 
1- "k" küme sayısı rastgele belirlenir.
2- Veriler arasındaki mesafeler hesaplanır ve her 

veri, farklı merkezli bir kümeye atanır.
3- Merkezler, ilgili kümedeki tüm veri noktalarının 

ortalama değeri hesaplanarak güncelleştirilir.
4- Yeni merkezlere göre 2. adım tekrarlanır. 
5- Veri noktaları için kümenin atanması değişirse, 

3. adım tekrarlanır ve işlem durdurulur. 

Canopy Kümeleme Algoritması 
Büyük, yüksek boyutlu verileri kümelemek için 

kullanılan yeni bir tekniktir. Temel fikir, veriler canopy 
olarak adlandırılan üst üste binen alt kümelere ayırmak 
için bir mesafe ölçüsü kullanmaktır. Kümeleme, sadece 
ortak bir canopyde meydana gelen noktalar arasındaki 
kesin mesafeleri ölçerek gerçekleştirilir. Canopyler 
kullanılarak, eskiden imkansız olan büyük kümelenme 
sorunları pratik hale gelir. Denetlenmeyen kümeleme 

Kümeleme işleminde, işlemin doğası gereği, çok 
sayıda karmaşık işlemin tekrarlı olarak yapılmasını 
gerektiren teknikler kullanılmaktadır. Bu kapsamda, 
büyük boyutlu veriler üzerinde kümeleme işlemi, 
popüler kümeleme yöntemlerinin kullanıldığı yinelemeli 

tif) yaklaşımların karmaşıklığından kaynaklanan 
nedenlerden ötürü, ciddi bir zaman maliyetine sahiptir. 
Bu nedenle, büyük veri kümelerini doğruluk kıstasını 
ikinci plana atarak hızlı bir biçimde gruplandırmak, 
önemli bir ihtiyaç olarak ortaya çıkmaktadır. 
probleme çözüm olarak geliştirilen Canopy, son derece 
basit, hızlı ve doğru sonuçlar üreten bir kümeleme 
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algoritmasıdır (McCallum, Nigam ve Ungar, 2000). 
Canopy, bu yapısı ile genellikle daha karmaşık kümeleme 
algoritmaları kullanılmadan önce, büyük veri kümesinin 
basit ancak hızlı bir biçimde gruplanması amacıyla 
kullanılmaktadır.

Algoritma günümüzde arama motorlarında ve 
özellikle Apache Hadoop projesi MapReduce modelinde 
önemli bir rol oynamaktadır. 

Klasik algoritma iki aşamalı olarak tasarlanmıştır.
Birinci aşamada veri dizileri basit uzaklık metrikleri 
kullanılarak kaba olarak kümelenirken, ikinci aşamada k
means gibi bir kümeleme algoritması kullanılarak birinci 
aşamada elde edilen kaba kümelerin iyileştirilmesi 
sağlanmaktadır. Birinci aşamada elde edilen canopy’ler 
aynı noktanın birden fazla canopy’de yer alabilmesi 
nedeniyle üst üste gelebilmektedir. Canopy kelimesi 
türkçede kubbe olarak ifade edilebilir. Birinci aşamada 
elde edilen kaba kümelerdir. Birinci aşamada elde edilen 
basit uzaklık metriklerinin kullanılması ve ikinci 
aşamada her bir canopy’nin ayrı bir veri dizisi gibi 
işlenmesi nedenleri ile kümeleme süreci hız 
kazanmaktadır.

Algoritmanın birinci aşamasında hızlı, ancak yaklaşık 

ic) kullanılır.
Canopy algoritması, Şekil 1’de gösterildiği gibi, çok 

boyutlu bir uzayda kümelenecek veri noktaları ile T1 
T2’den oluşan (T1 > T2) iki eşik değerle kümeleme 
işlemine başlar. Öncelikle kümelenecek noktalardan 
rastgele bir nokta başlangıç küme merkezi olarak seçilir 
(şekilde 1 no’ lu nokta). Sonraki aşamada hızlı bir mesafe 
belirleme formülü uygulanarak, merkez noktasının diğer 
tüm noktalara olan uzaklığı hesaplanır. Bu hesaplama 
sonunda, bazı noktalar küme merkezine olan T2 
uzaklığında kalırken (şekilde 2, 3 ve 4 no’lu noktalar), 
bazı noktalar T2 uzaklığının dışında T1 uzaklığının içinde 
(şekilde 5, 6 ve 7 no’lu noktalar) ve bazı noktalarda T1 
(şekilde 8 ve 9 no’lu noktalar) uzaklığının dışında kalır.
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Şekil 1. Canopy kümeleme algoritması başlangıç durumu

Bu başlangıç hesaplamasında belirlenen küme 
 uzaklığında bulunan bütün noktalar, bu 

kümenin bir elemanı olarak kabul edilir. Bu noktalar 
başka bir kümenin merkezi olamaz ve oluşan bu kümeye 
“canopy” adı verilir. Bunun yanında küme merkezine  

 
içerisinde kalan diğer tüm noktalar, yeni canopy merkez 
noktası adayları olarak bir listeye yazılır ve bir aday 
küme merkez noktaları listesi oluşturulur. Sonraki 
aşamada, aday listede bulunan her bir nokta, yeni 
canopy merkezleri olarak seçilerek, küme elemanlarını 
belirleme işlemi, aday listedeki tüm noktalar bitene 
kadar tekrarlanır. Böylece, algoritmanın tüm 
yinelemeleri tamamlandığında, kümelerin merkezi 

arı ve bu kümelere ait olan elemanlar belirlenmiş 
olur (McCallum ve ark., 2000). Canopy algoritması 
sayesinde, başlangıçta oluşturulacak küme sayısının 
belirlenmesine gerek kalmadan veri hızlı bir biçimde 
gruplandırılabilmektedir. Genellikle canopy tarafın
üretilen kümeler, bir başlangıç kestirmesi olarak 
kullanılmakta ve bir sonraki aşamada k
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KNN ya da hiyerarşik bir kümeleme algoritması 
kullanılarak sonuç kümeleri elde edilmektedir.

Weka Uygulaması 

Süsen Veri Seti (İ
şayan süsen bitkisinin setosa, 

şer gözlemden 
şan toplam 150 gözlemli veri seti, 1935 yılında 

Anderson tarafından toplanmış olup 1936 yılında ilk 
defa Fisher tarafından analiz edilmiş yüzden süsen 

Süsen veri seti, sırasıyla çanak yapraklarının (sepal) ve 
taç yapraklarının (petal) uzunluk (length) ve 
genişliklerini (width), santimetre cinsinden gösteren 4 
değişken ve 150 gözlemden şmaktadır.  Veri setindeki 
değişkenlerin ilk sütunu sepal length, ikinci sütunu sepal 
width, üçüncü sütunu petal length ve dördüncü sütunu 
petal width’ e kar ılık gelmektedir. Verilerin ilk 50’ si 
setosa, ,ikinci 50’ si versicolor ve üçüncü 50’ si virg

şılık gelmektedir.
Data mining uygulamalarında, metodları test etmek 

amacıyla çok sık kullanılan ve Weka hazır data 

WEKA, Yeni Zellanda’da bulunan Waikato
Üniversitesi tarafından geliştirilmiş, makine öğrenimi 
algoritmalarını da bir arada barındıran, işlevsel bir grafik 
arabirimine sahip, açık kaynak kodlu bir veri madenciliği 
programıdır (Witten ve ark., 2011). WEKA çeşitli veri ön 
işleme, sınıflandırma, regresyon, kümeleme, 
ilişkilendirme kuralları ve görselleştirme araçları içerir. 
Algoritmalar veri kümesine doğrudan veya Jawa 
kodundan çağrılarak uygulanabilir (Patterson ve ark., 
2008). Aynı zamanda yeni makine öğrenme algoritmaları 
geliştirmek için de uy

Program çalıştırıldığında Şekil 1’deki kullanıcı ara 
yüzü ekrana gelir. Bu ara yüz ekranında “Program”, 
“Visualization”, “Tools” ve “Help” menülerinden oluşan 
ana menü ve “Explorer”, “Experimenter”, “Knowledge 
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Flow” ve “Simple CLI” kısımlarından oluşan 
“Applications” bölümleri bulunmaktadır.

Uygun veri seti (.arff  formatında) yüklendikten sonra 
Preprocess menüsünden veriler özetlenebilir. Cluster 
menüsünden Canopy seçilerek veri setinin kümelenmesi 
sağlanır. 

Zaten bilinen bir veri kümesi olan İris Data setini 
Canopy algoritmasının nasıl kümelediğini görmekteyiz. 
Denetimsiz öğrenme, denetimli öğrenme için bir 
değerlendirme aracı olarak kullanılmaktadır. Birçok veri 
başlangıçta sınıf değişkenine sahip olmayabilir. Böyle bir 
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durumda kümeleme yöntemi kullanılarak sınıfların 
atanması ve ardından uygulanacak sınıflandırma analizi 
veya regresyon analizleri ile veri çözümlenmesi 
yapılabilir. Weka da bulunan Classificationviaclustering 
aracı bu amaçla kullanılabilir. Classify menüsünden Meta 
içerisind seçilerek model 
değerlendirilebilir. 

Canopy algoritmasının, İris veri setini kümelemedeki 
başarısını görmekteyiz. Burada, hesaplama süresi 0.06 
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saniye, verilerin 128 tanesini doğru kümelediği, ve % 85 
oranında doğru kümeleme yaptığı görülmektedir. 

( ) ( )
1 ( )

pr a pr e
pr e

 




Kappa değeri ( )1 ile (+)1 arasında değer alabilir ve 
bulunan değer şu şekilde yorumlanır (Dawson ve Trap, 

κ= +1 İki gözlemcinin sonuçları tümüyle birbiri 

κ= 0 İki gözlemci arasındaki uyum sadece şansa 
bağlıdır.

κ= 1 İki gözlemci tümüyle birbirinin tersini 
değerlendirmektedir.

Kappa değerinin pozitif ve 0.78 olması modelin 
uyumlu olduğunu gösterir. 

Yine Confusion matris incelendiğinde ilk iki türün 
%100 doğru kümelendiği, üçüncü türde 28 verinin doğru 
kümelendiği görülmektedir.

Burada Canopy kümeleme algoritması ile elde dilen 
kümeler de görülmektedir.
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Sonuç 
Canopy kümeleme algoritması, K kümeleme 

algoritması veya hiyerarşik kümeleme algoritmaları için 
genellikle ön işlem adımı olarak kullanılan denetimsiz 
bir kümeleme öncesi algoritmadır. Büyük veri 
kümelerinde kümeleme işlemlerini hızlandırma amaçlı 
kullanılır. Algoritma uzaklık fonksiyonları kullandığı ve 
mesafe eşiklerinin belirlenmesini gerektirdiği için, 
yüksek boyutlu veri için uygulanabilirdir. Bu yeni 
yöntemle, her adımdaki örneklerin sayısının 
karşılaştırılmasını azaltmıştır ve ortaya çıkan 
kümelenmelerin iyileştirildiğine dair bulgular vardır. 
Canopy kümeleme, gruplama için çok basit, hızlı ve 
şaşırtıcı derecede doğru bir yöntemdir. Ayrıca, k
ve beklenti maksimizasyon (EM) gibi prototip tabanlı 
kümeleme yöntemlerini hızlandırmak için canopyler 
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BOR-KATKILI TETRAGONAL 
KARBON (T-C5)’İN     

İLK-PRENSİPLERLE 
İNCELENMESİ

FIRST-PRINCIPLES 
INVESTIGATION OF BORON-
SUBSTITUTED TETRAGONAL 

CARBON (T-C5)

Sezgin Aydın1

Karbon elementi eşsiz ve gelişmiş özelliklere sahip çok sayı-
da 3-boyutlu ve 2-boyutlu yapılar oluşturur[1-4]. Bu allotrop-
largaz sensörlerinden[5] hidrojen depolamaya[6-8], kaygan 
yüzeylerden [9, 10]transistör üretimine [11] ve lityum-iyon 
bataryalardan [12]kontrollü elektronik özelliklere [13] kadar 
çok geniş bir yelpazede, hem deneysel hem de teorik olarak 
çok sayıda araştırmaya konu olmuştur. Bazı çalışmalarda mev-
cut allotropların fiziksel özellikleri araştırılıp hangi alanlarda 
kullanılabilecekleri sorgulanırken, bazı çalışmalarda “yeni” al-
lotropların sentezlenmesi veya tasarlanması hedeflenir[14, 15]. 
Bu yoğun ilginin bir sonucu olarak çok fazla sayıda karbon al-
lotropu ortaya çıkarılmıştır[16, 17] ve her geçen gün yeni bir 
allotrop rapor edilmektedir[18-20]. Karbon farklı yapılarda 
farklı bağlanma karakteristikleri sergiler ve neredeyse bütün 
elementlerle sınırsız çeşitlilikte bağ yapma yeteneğine sahip-
tir[1]. Böylece farklı fiziksel özellikler ortaya çıkar. Örneğin, 
zinkblend-elmas gibi yapılarda karbon atomları sp3hibritleri-
yle bağlanırlar ve oldukça sert yapılar elde edilir. Grafen gibi 
2-boyutlu sistemlerde sp2hibritleriyle bağlanırlar, gelişmiş 
elektronik ve mekanik özellikler ortaya çıkar. Bunların öte-
sinde, sp2-sp3hibritlerini içeren[21, 22] veya sp-sp2hibritlerini 
içeren[23, 24] karma yapılar da mevcuttur. 

1    Doç. Dr., Gazi Üniversitesi Fen Fakültesi Fizik Bölümü
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Yukarıda verilen tartışmaya ek olarak, son zamanlarda, yeni 

bir karbon allotropu rapor edilmiş[25] ve tetragonal karbon (T-
C5) olarak isimlendirilmiştir.Bu çalışmada, bor elementinin de 
karbon gibi değişik bağlanma karakteristikleri sergilemesinden 
ve bor-karbür bileşiklerinin yüksek mekanik özelliklerden[26, 
27]süperiletkenliğe[28] kadar geniş yelpazede gelişmiş fizik-
sel özelliklere sahip olmasından yola çıkarak [29, 30], T-C5’in 
mevcut özelliklerini bor kontrollü olarak değiştirmek veya 
geliştirmek amacıyla, birim hücresinin farklı konumlarındaki ve 
farklı sayılardaki karbon atomları bor ile değiştirildi. Oluşturu-
lan hipotetik bileşiklerin kararlılıkları ve fiziksel özellikleri te-
orik olarak incelendi.  

Çalışma kapsamındaki bütün ilk-prensipler yoğunluk 
fonksiyoneli hesaplamaları CASTEP paket programı ile yapıldı 
[31]. Değiş-tokuş ve korelasyon etkilerini tanımlamak için LDA 
(CA-PZ) fonksiyoneli [32, 33], iyonik kor ve değerlik elektron-
ları arasındaki etkileşimleri modellemek için norm-korunum-
lupseudopotansiyeller kullanıldı [34, 35]. Brillouin bölgesi 
Monkhorst-Pack[36]şemasıyla üretilen 10×10×10’luk k-nokta-
lar kullanılarak örneklendi (bu indislere karşılık gelen k-nokta 
aralığı0.03 Å-1) ve düzlem dalga kesilim enerjisi 800 eV olarak 
seçildi. Geometri optimizasyonları yapılırken, atomik koordi-
natlar ve örgü vektörlerini kapsayan bütün hücre parametrel-
eri Broyden, Fletcher, Goldfarb and Shanno (BFGS) metodu ile 
gevşetildi [37] ve yakınsaklık için şu kriterler kullanıldı: ener-
ji için5×10-6 eV/atom, kuvvet için 0.01 eV/Å, maksimum stres 
için 0.02 GPa ve maksimum atomik yerdeğiştirme için 5×10-4 
Å.SCF toleransı 5×10-7 eV/atom ve “stress-strain” yöntemiyle 
[38-40] hesaplanan elastik sabitler için maksimum gerinim 
genliği 0.003 alındı. Son olarak, fonon dispersiyon eğrileri hes-
aplanırken “linearresponse” metodu [41, 42] kullanıldı.
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 (a) (b) (c)      (d)  (a) (b) (c)      (d)  (a) (b) (c)      (d)  (a) (b) (c)      (d)  (a) (b) (c)      (d) 

 (e) (f) (g)  (h)

Şekil 1. (a) Tetragonal karbon (T-BC5)’in kristal yapısı. Farklı 
konumlardaki karbon atomlarının bor ile yerdeğiştirmesisonu-
cu elde edilen hipotetik bileşikler (b) tetragonal-BC1, (c) tetrag-
onal-BC2, (d) ortorombik-BC3, (e)-(h) monoklinik-BC4-BC7. 
Pembe ve gri küreler sırasıyla bor ve karbon atomlarını temsil 
ediyor.

Çalışmaya konu olan tetragonal karbon (T-C5) allotropun-
abor-katkılanarak elde edilen yeni bileşiklerin birim hücreleri 
Şekil 1’de gösterildi. Bu bileşikler BC1-BC7 şeklinde isimlendi-
rildi. Orijinal bileşik olan T-C5tetragonal kristal sistemindedir 
ve uzay grubu P-4 m2 (No:115) dir[25]. Birim hücresinde 5-adet 
karbon atomu vardır, her atom 4’lü koordinasyona sahiptir ve 
Wyckoff konumları 4k(0.218 0.500 0.372), 1b(0.5 0.5 0.0) şek-
lindedir. BC1 ve BC2 yapıları T-C5 ile aynı kristal sistemindedir 
ve uzay grupları aynıdır. BC3 ortorombik sistemdedir ve uzay 
grubu Pmm2 (No:25) dir. BC4-BC7 monoklinik sistemdedir. 
BC5’in uzay grubu A2 (No:5) iken, BC4, BC6 ve BC7 nin uzay 
grubu PM (No:6) dır. Uzay gruplarında bu tür değişimlerin gö-
zlenmesi, katkılanan bor atomlarının konumlarına bağlı olarak 
farklı simetriler oluşmasının doğal bir sonucudur.

Tablo 1. Bileşikler için örgü parametreleri (a, b ve c, Å), örgü 
açıları (α, β ve γ, °) hacim (V, Å3) ve kohesif enerjiler (Ekoh, eV/
atom).  ve  sırasıyla birim hücredeki karbon ve bor atom-
larının sayısıdır.
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  T-C5 BC1 BC2 BC3 BC4 BC5 BC6 BC7
5 1 4 3 4 3 3 3

0 4 1 2 1 2 2 2

a 3.395
3.395a 3.379 3.500 3.303 3.361 3.641 3.718 3.188

b 3.395 3.379 3.500 3.508 3.435 3.641 3.615 3.615

c 3.205
3.205a 3.900 3.153 3.481 3.356 3.157 3.187 3.718

α 90.00  90.00  90.00  90.00  90.00 90.07 90.00 90.00
β 90.00  90.00  90.00  90.00  87.00 90.07 79.25 79.26
γ 90.00  90.00  90.00  90.00  90.00 74.67 90.00 90.00

V 36.931 44.523 38.617 40.329 38.687 40.376 42.092 42.094
Ekoh 9.24 7.33 8.68 8.46 8.73 8.38 8.44 8.44

Bileşiklerin yapısal parametreleri ve kohe-
sif enerjileri Tablo 1’de listelendi. Kohesif enerji 

 ile hesaplandı, bura-
da  birim hücrenin toplam enerjisidir,  ve  sırasıyla 
izole karbon ve bor atomunun enerjisidir. T-C5 için hesaplanan 
yapısal parametreler ve kohesif enerji literatürle uyum içinded-
ir [25]a. Bununla birlikte, bor-katkılı yapılar T-C5’ten daha 
düşük kohesif enerjiye sahiptirler. T-C5 kadar enerjitik kararlı 
değildirler. Yüksek kohesif enerji daha sıkı ve güçlü bağlanma ile 
ilişkilendirildiğinden, T-C5’ten daha güçlü bağlanma karakter-
istikleri sergilemeleri beklenmez. Tasarlanan yapılar arasında, 
BC1 en düşük kohesif enerjiye sahipken, BC4 en yüksek kohesif 
enerjiye sahiptir. Bütün yapıların örgü parametreleri birbirine 
yakın olmakla birlikte, bor-katkılı yapılar T-C5’ten daha büyük 
hacim değerlerine sahiptir. Ayrıca, daha fazla bor atomu bulun-
duran yapıların diğerlerinden daha büyük hacimlere sahip old-
uğu gözlendi.

BC1-BC7 bileşiklerinin elastik ve mekanik özellikleri T-C5 
bileşiğinin özellikleri ile birlikte Tablo 2’de listelendi.Tetrago-
nal bir kristal için 6-adet bağımsız elastik sabit vardır ( , 
, , ,  ve ) ve bu elastik sabitler mekanik kararlılık 
için aşağıda verilen Born kararlılık şartlarının tamamını 
sağlamalıdırlar[43, 44]: 
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, , , , ,

, 
.

Tablo 2. BC1-BC7 bileşikleri için elastik sabitler

  T-C5 BC1 BC2 BC3 BC4 BC5 BC6 BC7
814.7

814.8a -374.3 793.1 454.2 452.4 311.1 557.6 305.2

      784.8 744.3 443.4 801.9 801.7
830.6

831.5a 660.8 452.5 656.0 740.3 215.8 304.6 557.6
132.7

131.6a 19.1 76.9 107.9 119.1 216.8 31.2 68.6

      73.9 80.5 59.7 63.2 62.9
81.3

79.4a 10.8 86.2 55.7 59.8 117.0 61.1 23.8
22.2

22.2a 731.0 52.9 12.2 62.0 196.8 40.8 19.3
64.0

64.0a 60.2 76.8 30.7 86.2 119.1 102.1 101.1

        38.5 8.0 32.5 5.3

      104.3 92.7 262.1 20.8 41.6

        8.2 0.0 3.3 -1.0

        34.7 0.0 -10.7 -32.0

        8.1 35.0 22.4 14.3

Tablo 2’den, T-C5 için hesaplanan elastik sabitlerin ve me-
kanik özelliklerin literatür ile çok iyi uyum içinde olduğu 
görüldü [25]a. Bununla birlikte, tetragonal-BC2 mekanik kararlı 
olmasına rağmen, tetragonal-BC1’in kararlı kalamadığı tespit 
edildi. Diğer taraftan, ortorombik bir kristal için 9-adet bağımsız 
elastik sabit vardır ( , , , , , , , , ve 
) ve bu elastik sabitler mekanik kararlılık için aşağıda verilen 
kararlılık şartlarının tamamını sağlamalıdırlar [44],

, , , , , ,

, 

,
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,

.

Tablo 2’den, ortorombik-BC3 bileşiğinin bütün şartları 
sağladığı ve bu sayede mekanik kararlı kaldığı gözlendi. Ayrıca, 
monoklinik bir kristal için 13-adet bağımsız elastik sabit vardır 
( , , , , , , , , , , ,  ve 
) ve mekanik kararlılık için aşağıdaki 12 şartın sağlanması ger-
ekir [44]

,  , , , , ,

, 

, , 

.

,burada
, 
,
,

,
,
,

.

Tablo 2’de monoklinik-BC4, BC5, BC6 ve BC7 için listelenen 
elastik sabitlerin bu şartları sağladığı, böylece bu bileşiklerin 
mekanik kararlı kalabildikleri görüldü. Bütün bileşikler için 
ifade etmek gerekirse, bor atomunun konumuna ve miktarına 
bağlı olarak mevcut atomik etkileşmelerin kristal yönelimlerine 
bağlı olarak değiştiği ve mekanik kararlılık üzerinde etkili old-
uğu sonucuna varıldı. 

Bileşiklerin dinamik kararlılıklarını incelemek için fonon 
dispersiyon eğrileri hesaplandı ve Şekil 2’de gösterildi. Tetrag-
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onal-BC1 zaten mekanik kararsız olduğundan fonon dispersiy-
on eğrileri hesaplanmadı. Şekil 2’den, BC2, BC4, BC6 ve BC7’nin 
negatif fonon frekanslarından dolayı, mekanik kararlı olma-
larına rağmen dinamik kararlı olmadıkları, sadece BC3 ve BC5 
bileşiklerinin pozitif frekanslar sayesinde dinamik kararlı old-
ukları görüldü. Negatif frekansların BC2 için E modundan (A 
noktasında -362.5 cm-1 ve R noktasında -126.3 cm-1), BC4 için Aʺ 
modundan (C noktasında -200.2 cm-1), BC6 için Aʺmodundan (Z 
noktasında -77.1 cm-1) ve BC7 için Aʺmodundan (B noktasında 
-76.8 cm-1)kaynaklandığı belirlendi.

Diğer taraftan, Tablo 2’de listelenen elastik sabitler yardımıy-
la BC3, BC5 ve T-C5’in bulk modülü ve makaslama modülü gibi 
mekanik özellikleriVoigt-Reuss-Hill yaklaşımı [45]dahilindeRef.
[44]’deki bağıntılar kullanılarak hesaplandı (çok uzun olduk-
larından metin içinde verilmedi).
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Şekil 2. BC2-BC7 bileşikleri için fonon dispersiyon eğrileri.

Ayrıca, daha ileri bir analiz sunmak amacıyla B/G oranı, 
evrensel anizotropi faktörü ve Vickers sertliğide hesaplandı. 
Sonuçlar Tablo 3’te listelendi. Evrensel anizotropi faktörü 

, bağıntısı ile hesaplandı [46].V 
alt indisi ile verilen Voigt değeri modülün üst limitini tanım-
larken, R alt indisi ile verilen Reuss değeri modülün alt limiti-
ni tanımlar. Bu iki değerin ortalaması alınarak modülün değeri 
bulunur. Bileşiklerin sertlikleri yarı-deneysel, bağ iyonikliği ve 
popülasyonunu baz alan ve karmaşık kristal yapılar dahil çok 
sayıda bileşiğe başarıyla uygulanmış [47-49] olan Gao metodu 
ile hesaplandı [50, 51]. Bu metotta, X-Y atomlarından oluşan bir 
µ-bağının bireysel sertliği,

,

ile hesaplanır. Burada  değerlik elektron yoğunluğu,  
bağın iyonikliği ve  bağın uzunluğudur. Değerlik elektron 
yoğunluğu,

ifadesiyle verilir. Burada  ve  sırasıyla bağı oluşturan X 
ve Y atomlarının değerlik elektron sayılarıdır. ve  sırasıyla 
X ve Y atomlarının en yakın koordinasyon sayılarıdır. birim 
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hücre içerisinde µ-bağının sayısıdır ve V birim hücrenin hac-
midir. 

Bir µ-bağının iyonikliği ( ) Mulliken popülasyonu (P) 
yardımıyla 

,

ifadesiyle hesaplanır, burada  tamamen kovalent bileşikten 
hesaplanan popülasyon değeridir (bu çalışmada 0.75 alındı). 
Bir kristal yapının sertliği hesaplanırken şu adımlar izlenir: 
Öncelikle ikili bağ sistemlerine ait Mulliken bağ popülasyon-
ları çıkarılır ve pozitif olanlar tespit edilir, popülasyon değerleri 
yardımıyla bu µ-adet farklı bağın iyonikliği ( ) hesaplanır. Kaç 
adet ( ) oldukları belirlenir, bağ uzunlukları ile birlikte o bağın 
değerlik elektron yoğunluğu ( ) hesaplanır. ve  değerleri 
kullanılarak her bir bağ için bireysel bağ sertlikleri ( ) belir-
lenir ve bunların geometrik ortalaması alınarak yapının toplam 
sertliği bulunur:

Görüleceği üzere, sertlik hesabına/tartışmasına başlama-
dan önce, Mulliken popülasyon analizi yardımıyla kristal yapı-
daki bağlanma karakterinin aydınlatılması, bağlanma ve an-
ti-bağlanma durumlarının belirlenmesi gerekir. Yapı içindeki 
herhangi bir bağa ait Mulliken bağ popülasyonunun pozitif ol-
ması bağlanma durumuna, negatif olması ise anti-bağlanma du-
rumuna işaret eder [52]. Bununla birlikte, sıfıra yakın değerler 
iyonik bağlanma karakterini, artan pozitif değerler ise kovalent 
karakteri ortaya koyar.
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Tablo 3. BC3, BC5 ve T-C5 bileşikleri için Bulk modülü (GPa), 

makaslama modülü (GPa), B/G oranı, evrensel anizotropi faktörü ve 
sertlik (GPa).

  T-C5  BC3  BC5 

B 306.6 234.8 197.5

G 188.4 134.1 81.5

B/G 1.63 1.75 2.42

BV 306.7 243.3 236.3

BR 306.4 226.3 158.7

GV 223.3 164.0 104.9

GR 153.5 104.3 58.2

AU 2.3 2.9 4.5

HV 44.9 43.8 40.1

Tablo 3’ten, orijinal bileşik T-C5’in elastik ve mekanik özel-
liklerinin bor-katkılı yapılardan daha yüksek olduğu, bor ilave-
siyle birlikte değişen geometrik yapı ve bağlanma karakter-
istiklerinden dolayı elastik sabitlerin ve modüllerin azaldığı, 
mekanik davranışın kötüleştiği gözlendi. Bundan başka, bulk 
modülü bir kristalin hacim değişimine karşı gösterdiği direnci 
tanımlarken, makaslama modülü kristal içindeki atomik dü-
zlemlerin birbiri üzerinde kayması şeklinde ortaya çıkan hare-
kete karşı gösterilen direnci tanımlar [53]. T-C5’ten daha düşük 
bulk ve makaslama modülü değerlerinden dolayı, bor ilavesinin 
bir sonucu olarak BC3 ve BC5 bileşiklerinin sıkışma direncinin 
ve kayma direncinin azaldığı tespit edildi. Ayrıca, B/G oranı 
(Pughkriteri) yardımıyla bileşiklerin/kristallerin sünek veya 
kırılgan karakterleri belirlenebilir. B/G oranı 1.75’ten büyük 
ise kristaller sünek, küçük ise kırılgan karakter sergilerler 
[54]. Tablo 3’te verilen B/G değerlerinden, T-C5 bileşiğini kırıl-
gan karakter sergilerken, BC3 ve BC5 bileşiklerinin daha yük-
sek B/G oranlarından dolayısünek karakterde oldukları tespit 
edildi. Diğer taraftan, sıfırdan oldukça yüksek AU değerinden-
dolayı[55], yeni sunulan T-C5 allotropunun yüksek anizotropi-
ye sahip olduğu, bor-katkısı ile beraber anizotropik karakterin 
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daha da arttığı gözlendi. Ayrıca, hesaplanan sertlik değerleri in-
celendiğinde T-C5’in 44.9GPa’lık sertlik değerinin literatürdeki 
41.2 GPa [25]değeri ileuyumlu olduğu görüldü. Bor-katkısının 
yapıların mevcut bağlanma doğasında meydana getirdiği ve 
yüksek anizotropiye neden olan değişimlerden dolayı sertlik 
üzerinde önemli rol oynadığı sonucuna varıldı. Sertlikhesap-
lamalarının ayrıntıları ve ilişkili parametrelerT-C5 için Tablo 
4’te, BC3 için Tablo 5’te ve BC5 için Tablo 6’da verildi.  

Tablo 4.T-C5 için bağ karakteristikleri, sertlik ile ilişkili parametreler 
ve bireysel bağ sertlikleri.

X Y P

µ-
1 C C 0.80 1.478 2 0.615 0.127 81.86
2 C C 0.39 1.530 4 0.554 0.689 35.86
3 C C 0.54 1.583 4 0.500 0.435 41.69

Tablo 5. BC3 için bağ karakteristikleri, sertlik ile ilişkili parametreler 
ve bireysel bağ sertlikleri.

X Y P

µ-

1 C C 1.10 1.394 1 0.845 0.384 86.19
2 C C 0.75 1.467 2 0.725 0.000 108.31
3 B B 0.26 1.628 1 0.884 0.886 33.17
4 B B 0.84 1.675 1 0.813 0.186 67.29
5 B C 0.17 1.646 2 0.684 0.976 24.47
6 B C 0.38 1.687 4 0.636 0.706 30.22
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Tablo 6. BC5 için bağ karakteristikleri, sertlik ile ilişkili parametreler 

ve bireysel bağ sertlikleri.

X Y P

µ-

1 C C 0.31 1.583 2 0.438 0.816 24.24
2 C C 0.58 1.562 1 0.455 0.365 44.00
3 B C 1.01 1.500 2 0.514 0.336 54.66
4 B C 0.54 1.644 2 0.391 0.435 32.19
5 B C 0.80 1.565 2 0.453 0.127 57.86

Karbon atomlarının koordinasyon sayısı bütün yapılar-
da değişmezken, BC3’te bor atomlarının koordinasyonu 5 ve 
BC5’te bor atomlarının koordinasyonu 3’tür. Hesaplanan Mul-
liken bağ popülasyonu değerleri incelendiğinde BC3 için 2-tip 
C-C, 2-tip B-B ve 2-tip B-C olmak üzere toplam 6-tip bağın, BC5 
için 2-tip C-C, 3-tip B-C olmak üzere toplam 5-tip bağın pozi-
tif popülasyon değerlerine sahip olduğu ve bağlanma durum-
larını oluşturdukları görüldü. T-C5’te ise 3-tip C-C bağı vardır. 
BC3 ve BC5’teki bağlardan bazıları T-C5’ten daha yüksek Mul-
liken popülasyonuna, yani daha yüksek kovalentliğe sahiptirl-
er. Ancak, yüksek anizotropiden dolayı daha yüksek bireysel 
sertlik değerlerine sahip olmalarına rağmen, yapı genelindeki 
bütün bağlar birlikte dikkate alındıklarında T-C5’ten daha iyi 
bir bağlanma senaryosu ortaya koyamazlar. Diğer taraftan, bazı 
bağların popülasyon değerleri sıfıra yakındır, bu bağlarda iyonik 
karakter daha baskındır. Ayrıca, bağların Mulliken popülasyon 
değerleri hesaplanırken dikkatli olunmalı ve hesaplamalarda 
daha büyük hücreler kullanılmalıdır. Bu çalışmada Mulliken 
popülasyonları hesaplanırken 2×2×1’lik süper hücreler kul-
lanıldı. T-C5 için rapor edilenlerden daha yüksek popülasyon 
değerleri elde edildi.  

Bundan başka, yapıların elektronik karakterini ortaya çıkar-
mak için band yapıları hesaplandı ve Şekil 3’te gösterildi. Orto-
rombik-BC3’ün metalik karakterde olduğu, BC5’in 1.74 eV band 
aralığına sahip bir yarıiletken olduğu tespit edildi. 
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Şekil 3. BC3 ve BC5 için band yapıları. Yataydaki kırmızı renkli çizgi 
Fermi enerjisini temsil ediyor. 

Sonuç olarak, tetragonal karbon allotropuna (T-C5) bor 
ilave edilmesiyle oluşturulan yeni bileşiklerin fiziksel özellikleri 
yoğunluk fonksiyoneli teorisi kapsamında araştırıldı. Bor ilavesi-
nin T-C5’in mevcut özelliklerinde meydana getirdiği değişimler 
tartışıldı. Tasarlanan 7-yapıdan sadece iki tanesinin (BC3 ve 
BC5) kararlı kalabildiği tespit edildi. Diğer 5-bileşik için kararsı-
zlığa neden olanfononmodları belirlendi. Bor ilavesiyle birlikte 
birim hücre hacminin büyüdüğü, elastik ve mekanik özelliklerin 
azaldığı, bağlanma doğasının ve elektronik karakterin değiştiği 
gözlendi.BC3 ve BC5’in orijinal T-C5 ile kıyaslanabilir sertliğe 
sahip oldukları görüldü.Ayrıca, yüksek sertlik değerlerinden 
dolayı potansiyel süpersert malzeme olabilecekleri sonucuna 
varıldı. Bor-katkılamanınT-C5’in geometrisi dahil elastik ve di-
namik davranışlarını önemli bir şekilde etkilediği, yapıyı daha 
anizotropik bir hale getirdiği görüldü. Böylece, yeni, kararlıve 
süpersertbor karbür bileşikleri geliştirilmiş oldu. 
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